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第 一 章 群 的 概念 


1.1 群 的 必要 条 件 


群 论 的 主要 内 容 是 对 由 A. B. 0O、… 等 元 素 记 构成 的 某 集合 
G, 制订 出 一 个 定律 来 进行 研究 。 这 样 做 的 方便 之 处 , 在 于 通常 是 
用 一 些 符号 和 乘法 运算 的 术语 来 描述 一 个 群 的 绪 构 及 其 元 素 。 若 
和 任何 两 个 元 素 4 和 B 具有 唯一 的 一 个 积 0, BB AB-O, REN 
的 一 个 典型 的 性 质 是 , O 是 群 G 本身 的 一 个 元 素 。 
EXE. 

对 有 限 或 无 限 个 元 素 袍 成 的 集合 G, 定义 一 个 组 合 律 , 并 假若 
满足 下 列 条件 , 则 G 就 构成 一 个 群 。 

(1) 封闭 性 。 对 于 G 中 每 一 有 序 偶 的 元 素 4 和 8B 来 说 ，G 
中 必 有 一 个 等 于 4 和 B 乘 积 的 元 素 O, 


O= AB (1.1) 
Gi) 结合 律 。 若 ALB RIO E G 中 三 个 任意 的 元 素 , W. 
(AB)O= A(BO) (1.3) 


Gü) ἘΠΕ A UTEXE, GU Bp ασ OU | Son X 
或 单位 元 素 E, 此 元 素 能 使 人 中 的 每 一 个 元 素 4 都 满足 

AE-EA-A (1.8) 
(v) 道 元 素 或 倒 易 元 素 。 对 应 于 G 中 的 每 一 个 元 圳 A, 必然 

还 存在 一 个 元 素 A7, 称 之 为 4 的 道 , 它们 之 间 的 关系 为 ; 
AAT A A= E (1.4) 
群 论 将 所 涉及 的 抽象 数学 实体 , 用 多 种 方式 来 形象 化 。 群 的 
性 质 是 通过 有 关 的 特定 物理 系统 所 呈现 出 的 各 种 性 质 来 引入 计算 
. 1 . 


的 , 如 对 称 人 性 。 然 而 应 该 指出 , 群 性 质 的 这 种 形式 在 一 般 铺 癌 下 则 
样 是 正确 的 。 

群 的 阶 ” 群 中 所 包含 元 素 的 数目 叫做 群 的 阶 。 

子 群 ” 当 烙 元 素 的 任 一 了 集合 本 身 也 是 一 个 群 时 , 这 种 子 集 
合 就 名 做 子 群 。 满 足下 列 条 件 的 一 个 焦 合 总 , 就 称 避 是 好 的 一 个 
TR: G) 总 中 的 全 部 元 素 也 都 存在 于 台中 ; GU S 中 任意 两 个 
TRAA BERE AB ifege Sn; Qu) 5S 中 的 所 有 元 京都 
满足 上 述 群 的 四 个 必要 条 件 。 很 明显 , 子 群 必须 包括 恒 等 元 素 。 凡 
其 阶 低 于 群 的 阶 的 子 群 , 都 称 为 “ 真 " 子 群 。 


1.2 相似 变换 , HRM 


TUE ACE RORBUPPTOUXR, ΠΗ X AX 等 于 群 的 其 个 
AR B, RRIT B JE A IB Bh X 所 得 的 相似 变换 。 也 称 A 
和 如 是 共 轿 的 。 下 列 共 应 元 素 的 性 质 是 重 缕 的 。 

(i) #— TOU SUL 538, Α-ΧΤΑΧ, 

(1) ΠΑΞΒΊΕΡ, WUXEREF ΗΑΕ ΤΕΕ Y , 它 能 将 ΑΣ 
dd B. MASKER A= XBX, RRK B-Y AY, 

(ii) # A 5 B E ORW, NIB; C dits, 

互 为 共 辑 元 素 的 一 个 完整 集合 称 为 群 的 类 。 一 个 群 中 所 有 类 
的 阶 必 定 是 这 个 群 的 阶 的 整数 因 于 。 任 取 群 9 的 一 个 元 案 4， 与 
群 中 男 一 任意 元 素 D 所 产生 的 各 种 积 DAD 的 集合 ， 就 可 构成 
为 一 个 类 。 HF EAE = A, AA ARRARAS 

RI9IERSR EAE, 大 所 有 元 素 都 是 可 交换 的 话 , 就 称 为 
阿 贝 耳 群 。 在 阿 炙 耳 群 中 , 每 一 个 元 素 都 自 成 为 一 类 。 


1.3 乘法 表 | 
ERRARE T, 虽然 元 素 的 性 质 没有 被 指定 , 但 只 要 全 部 


可 能 的 乘积 AB 是 知道 的 ， 或 者 是 可 确定 的 ， 那 末 群 也 就 被 指定 

了 。 对 于 一 个 有 限 的 9 阶 群 来 说 , CA g ΠΕΡΙ, 2k RR ΒΕ 

列 成 9xg ΠΚΕ. M E.A B.O. D. FOEI E 为 便 等 元 素 ) 

αμα 
. R 1.1. 


out hi 
Yaria y D] y 


E 
4 
B 
c 
D 
F 


Ες 
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在 标 有 O 前 行 和 标 有 也 的 列 的 交叉 点 上 的 元 素 就 是 乘积 
CD。 即 CDP= 4。 上 天 的 组 合法 则 可 站 服从 前 面 所 述 的 群 的 四 个 
必要 条 件 来 验证 。 | 

因为 任 两 个 元 素 的 滋 积 都 是 六 个 元 素 集 合 中 的 一 个 ， 所 以 系 
Ht RI CAI Ὁ ο 

结合 律 (条 件 这 可 验证 如 下 ， 

(AC)D-FD-—B 
A(OD) - AA— B 
D(OBR)-DF-A 
(DO) B-- BB— A 


天 工 .就 对 角 线 米 说 是 不 对 称 的 ， 这 下 明 一 般 来 说 XY «Y X, 

此 它 丰 一 个 非 阿 贝 耳 群 。 - 
ip RI EAE με το νο MO ἈΚ ΠΕ, 

右 时 这 样 做 是 方便 的 , 即 在 指定 的 列 * 中 水 用 元 素 本 身 而 用 它们 的 


"ΕΡΤ, ΒΚ gà. 


- —— ο na E d RN 


κ 1.2 

E 4 B σ D F 
E E 4 B OC D F 
A4 B E A D ο 
δ 4 B EÈ F C D 
gi CO D F E 4 B 
ρα D F C B R A 
PF-i F C D A B B 


逆 元 素来 代替 。 这 样 , 表土 ,1 就 变 成 表 1.2 的 形式 。 

在 上 面 这 种 类 型 的 乘法 表 中 ， 对 角 线 的 位 置 全 都 被 便 等 元 束 
所 占据 。 
群 乘法 表 的 性质 

(1) 一 个 给 定 的 元 素 在 指定 的 行 或 列 中 出 现 一 次 而 县 只 能 
出 现 一 次 。 

WEHj. frE.A 4T PX81H 739 203, 359 BiA Bs JE 3X TESI 20 
R, 即使 4B 一 了 和 4Bs EFF 8ο Æ AB,— F K AB—F X 
边 都 用 AC ZR. WAI Βι- ΑΡ 及 B, = A.P, Wie BS 
Bs 不 可 能 是 两 个 不 同 的 元 素 。 由 于 在 行 或 在 列 中 与 在 @ 中 有 同样 
多 的 元 素 , 因此 在 行 或 列 中 所 有 元 素 只 能 出 现 一 次 , 而 且 必 须 出 现 
一 次 。 

(4) 每 一 个 行 或 列 与 所 有 其 他 的 行 或 列 是 不 相同 的 。 这 个 结 
ETAO 直接 得 出 。 

Gi) 对 于 一 个 阿 贝 耳 群 来 说 , 其 乘法 表 穿 过 主 对 角 线 是 对 称 
的 。 


1.4 群 的 种 类 


循环 群 
若 由 一 个 元 素 能 生出 整个 群 的 和 个 元 宫 ， 这 种 群 就 称 为 循环 
cd 


群 。 用 生成 元 素 4 可 写成 : A. Δ’ AT A 其 中 必 有 一 个 是 俩 
等 元 素 。%% ARRE. BARREN SEE, (BJ i 01 
五 群 不 一 定 都 是 循环 群 。 

有 限 群 

用 有 限 个 元 素 构 成 的 群 ， 称 为 有 限 群 。 这 类 群 特别 重要 。 对 
于 一 个 有 限 群 来 说 , 其 基本 条 件 是 与 以 下 诸 方 面相 关连 的 : 

一 个 有 限 个 元 素 和 集合 的 组 合 律 ， 若 满足 下 列 条 件 就 定义 为 构 
域 一 个 有 限 群 。 

(1) 就 困 法 来 说 集合 是 封闭 的 ; 

(ü) 结合 律 成 立 : 

Gü) 可 以 进行 右 消 和 左 消 , 即 AX—= BX K YA=Y B, 两 式 
都 意味 着 A= B; 

Gv) 每 个 群 都 有 一 个 有 限 的 阶 乱 而 且 A=, EA 
52s 11703, 而 其 他 元 素 的 顺序 高 于 一 号 元 素 。 

(v) H GB EHE— σοκ BARG 中 的 每 一 个 元 素 A, EB 
AB — Αι, 这 样 再 生出 的 合群 ,通常 有 不 同 的 排列 填 序 。 这 也 称 为 
CUR BERE X8", 它 可 用 群 的 习 法 下 的 性 质 来 证 明 。 

Rali 一 圭一 4 构成 了 一 个 有 限 的 阿 贝 征 群 。 
fe 8158 

d; CA. B, --) m G'CA', B'. --mg^4- ERI OUR 2 ΠΒ BER x= 
Ω, 对 应 的 关系 , 例如 AB= ο MAR —O', 或 者 用 符号 表示 为 
(AB)'— A'B' 时 ， 这 两 个 群 就 称 为 同 构 群 。 尽 管 同 构 群 间 的 元 开 
可 以 有 不 同 的 符号 和 性 质 ,但 辣 构 群 奶 有 相同 的 结构 。 

下 面 两 个 四 阶 群 是 闻 构 的 ， 其 组 合 律 天 示 在 符号 后 面 的 括号 
Fi. 

(i) 3X. Li —1, 6 ( HRE); 
GD 矩阵 ; 


ο ο πο ο... 
ΜΜ «δν ο 
Pol Ε Ἐπ βε ΜΗ E.A. B.C 来 表示 ， 则 对 两 者 都 适用 

的 乘法 表 为 ， 


FIRJ, 意味 着 两 个 群 元 索 之 间 有 -一 一 对 应 的 关系 。 若 出 现 有 一 
个 元 素 对 多 个 元 素 相 对 应 的 群 , 就 称 为 同 态 群 。 
不 变 子 群 

^"^ G 的 一 个 了 群 吾 是 完全 由 GQ 的 完整 的 类 所 构成 时 , 这 五 
ERA ος δα ΙΟΣ ο ER, 
即 对 于 从中 的 全 部 8 来 说 , ARE H dh, W S LAS B his 
Z: H h, . | 
EARR 

BU GMG 是 两 个 这 样 的 群 ， 即 G 两 者 右 相同 的 组 合法 
Wl; Gi) G, 中 的 元 素 可 以 与 Gs rh ioo EH EM. (111) 两 个 群 间 除 
恒 等 元 素 外 , 不 存在 别 的 共同 元 素 。 那 么 , 当 Ada- K 而 构成 一 
AR Gi, e, GERD Ga 和 G 的 * 直 积 群 "。 用 符号 可 写成 ， 

α- αι x Gs, 

置换 群 

n 个 不 同 物体 之 间 的 重 排 操 作 本 身 叫 做 置换 群 ， 物体 可 用 字 
母 来 表示 , 或 者 简单 地 用 数目 学 工 、 2 3、….n 来 志 示 。 浇 置换 是 用 
αι 98 1. Η ας 替换 2… 用 a, ed n, KER) anda, G, 1 Η! [5ἱ 
的 顺序 ,我们 就 可 写成 : ΠΣ 
ἕῳ, 6 ὃς 


i 2 8 + --- m 
4 人 ) 

σι Ga σα ... ο. Gs 
xj, S —fpBM—AEB SEEETIJH E i FREI e 
与 之 相对 应 的 符号 来 替换 。 

如 上 奋 所 表示 的 这 种 类 型 的 排列 ， 对 于 盖 个 物体 来 说 就 有 21 

个 不 同 的 吐 换 。 交 个 物体 全 部 署 换 的 集合 ， 构 成 一 个 局 阶 的 P, 
群 。 它 也 叫做 % 度 的 对 称 群 。 


练习 
ο. P ο... 可 用 a-( i ΜΗ, 
p y —sin $ cos j 
相似 变换 米 得 到 ， 这 里 的 tan 2φ--ϑρ/ία--ψ). 
` 7 “Q 


第 二 章 ”分 子 的 对 称 性 和 对 称 操作 


一 些 分 子 比 男 一 些 分 子 更 为 对 称 ， 或 者 说 一 些 分 子 具有 高 的 
对 称 性 , 而 另 一 些 分 子 却 具有 低 的 对 称 性 。 为 了 把 对 称 性 概念 应 
用 来 分 析 分 子 和 晶体 的 结构 ， 就 必须 制订 出 一 些 关 于 对 称 性 概念 
芍 严 格 准 则 。 分 子 的 对 称 元 素 和 由 这 些 元 素 所 产生 的 对 称 操作 是 
制订 这 些 淮 则 的 工具 。 对 称 元 素 及 其 操作 是 互相 联系 而 不 可 分 的 。 
对 元 素 和 操作 的 含义 的 领会 将 对 制订 这 些 准则 有 所 帮助 。 


2.1 对 称 操作 

一 个 对 称 操作 是 物体 的 一 种 运动 , 按 这 种 方式 运动 后 , 物体 上 
的 每 一 个 点 都 与 物体 在 它 的 新 构 型 中 的 一 个 等 价 点 (有 时 是 机 同 
点 ) 相 重合 。 在 运动 前 后 物体 的 位 置 和 取向 都 是 不 可 辨别 的 -对 称 
操作 的 效应 是 把 物体 引入 一 个 与 原始 构 型 不 能 辨别 的 等 价 构 型 
中 , 但 未 必要 求 与 原始 构 型 完全 恒 等 。 


2.2 ΠΉΛΠ 

对 称 元 素 是 一 个 几何 实体 , 如 一 条 线 、 一 个 平面 或 一 个 点 。 与 
这 些 几何 实体 相关 联 ,可 以 完成 一 个 或 几 个 对 称 操 作 。 一 个 对 称 
操作 只 有 与 对 称 元 素 相 关联 时 才能 被 定义 ， 而 一 个 对 称 元 素 的 存 
在 具有 通过 它 来 实现 适当 对 称 操作 的 可 能 性 来 证 实 。 

对 称 元 素 及 其 相应 的 对 称 操作 列 在 玫 2.1 上 。 

对 称 操作 对 分 子 的 所 有 物理 性 质 不 会 产生 任何 影响 ， 分 子 和 
过 体 对 称 性 质 的 全 部 应 用 ， 正 是 以 此 事实 及 其 推论 为 依据 
的 。 


A 
AN NI w wi ΡΕ 


— — w 1 


对 =s 元 X 对 称 操 作 
1. 平面 平面 上 的 反映 。 


2. 对 多 中 心 或 反 演 中 心 | 。 所 有 原子 通过 中 心 的 反 演 。 
3. Ah 绕 轴 的 一 次 或 多 次 转动 。 
4. IEA fh HRZ, EEE F AEH LAR. 


2.3 对 称 操作 的 各 种 类 型 


(4) ESEE, 

这 个 操作 的 变化 为 零 , 并 使 所 有 原子 都 留 在 原来 的 位 置 上 。 用 
PEST T I | 
(9) 绕 对 称 灿 的 转动 一 C(6)。 

车 将 一 个 分 子 使 其 绕 某 轴 转 动 0 角 后 , 能 使 分 子 恰好 重合 , ΒΕ 
么 接着 以 相同 的 角度 再 转动 n 次 (这 里 的 nw 为 整数 )， 就 一 定 能 使 
分 子 与 其 原始 构 型 完全 重合 。 杂 果 9 是 一 个 转动 的 最 小 角度 ， 即 
πθ--9π, ΠΠ O, 来 表示 对 称 操作 0(2z/m)， 并 称 此 转轴 为 n 重 
xi £l. | 

DERLER Bib al] k 次 ,可 用 Ot SE SER BEREIT MEA EF 39 (2 n) k, 
显然 OR O1— ΟΠ, 336553 O, 运用 次 ， 分 子 就 回复 到 它 的 原 
始 位 置 上 。 这 与 对 称 操作 五 的 效应 相等 价 。 因 此 , G-E, 

甲烷 分 子 可 提供 作为 说 明 转动 这 个 对 称 操 作 的 恰当 例子 。 甲 
烷 是 四 面体 型 分 子 。 四 个 氨 原 子 位 于 立方 体 的 四 个 角 上 ， 而 碳 原 . 
子 在 立方 体 的 中 心 。 及 .了 和 2 轴 分 别 垂 直 于 立方 体 的 表面 , 碳 原 
子 位 于 坐标 系 的 原点 上 。 

4E X Y Άι Z 轴 的 Ca 转动 ， 都 能 使 全 部 氨 原 子 运 动 到 
一 个 等 价 的 位 置 上 。 这 三 个 轴 是 用 Cs 来 表示 的 二 重 对 称 轴 。 
(3) 在 对 称 面 上 的 反映 一 c。 


分 子 在 同一 平面 上 有 反映 两 次 的 效果 是 使 分 子 回复 到 它 的 原始 
位 置 上 , 即 zc? 一 五 。 在 甲烷 分 子 中 , 穿 过 一 对 氨 原 子 和 碳 蝴 子 的 任 
一 平面 , 都 是 一 个 对 称 耐 ,所 以 甲烷 分 子 有 六 个 0 型 的 对 称 操作 。 
(4) 转动 反映 或 非 真 转动 * 一 心 ,。 

从 图 2. 工 可 以 看 到 , 无 论 是 绕 z 二 转动 2π/4 fü, 还 是 在 XY 
平 夯 上 的 反映 ， 这 两 个 操作 本 
身 都 不 是 四 面体 的 对 称 操作 。 然 
而 ， 这 两 个 操作 组 合 在 一 起 却 
产生 一 个 对 称 操 作 ， 而 不 管 它们 
的 完 后 顺序 如 何者 得 到 相同 的 结 
果 。 这 种 类 型 的 组 合 操作 称 为 转 
动 反映 或 非 真 转动 , 用 符号 S, K 
表示 。 此 符号 代表 绕 某 轴 转 动 

图 3.1 PRAT 2x/n Aa, 再 在 一 个 垂直 十 此 轴 
的 平面 上 反映 揭 组 合 。 因 此 
Bs = Gh* On o 

将 S, 35 FH P DK, 也 就 是 将 σι 反映 两 次 和 将 C, 转动 两 次 。 因 
为 连续 重复 两 次 反映 ， 只 不 过 是 恒 等 操 作 ， 所 以 运用 两 次 δ. {ΘΒ 
结果 仅 是 转 过 一 个 2(2x/m) 的 角度 。 从 而 我 们 可 以 写成 . 

S1—Ci 

总 的 来 说 ,将 S. 运用 5 次 ,车 为 奇数 ， 则 Si 一 owOi; 车 为 

偶数 , ΠΗ S55=O*。 若 mn 为 奇数 , 则 
Sar On =a 及 Si 9040; Όκο 
(5) 对 称 中 心 上 的 反 演 一 i。 

若 0 为 对 称 中 心 ， 反 演 宇 的 效应 是 使 分 子 中 的 任 一 点 运动 到 

POREN P' 点 上 , S PO-OP', BETA, EIRA 


ΕΡΗΜΟ HHE, 
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180° 角 的 一 种 特殊 情况 。 因 此 


D = &,= c Cy 
在 则 一 对 称 中 心 上 反 演 两 次 , 将 使 分 子 回复 到 它 的 原来 位 置 ,所 以 
à — E, 


这 些 对 称 元 素 及 其 相应 的 对 称 操作 表示 在 图 2.2 E, 

AERE SE, 分 子 具 有 对 称 中 心 ; 而 甲烷 
分 子 没 省 对 称 中 心 。 甲 烷 分 子 中 的 二 十 四 
个 明 昆 不 同 的 对 称 操作 列举 如 下 ， 

(1) 一 个 恒 等 操 作 E. 

(8) βαν 和 > 轴 的 三 个 03 转动 ; 

di 分 别 绕 四 个 0 一 二 键 的 四 个 Os 
转动 

Liv) 分 别 绕 四 个 CQ 一 也 键 的 四 个 OS 
Ir 

(v) & S —Ó SLICE f ARRETARA T Ε B Zç m 
反映 ; 

(vi) 分 别 绕 zy、z 辅 的 三 个 S, 非 真 转动 , 以 及 

(vii) βαν 轴 的 三 个 S1 3EXCEERI 

如 在 由 烷 这 样 一 些 四 面体 型 分 于 中 ， 其 对 称 操作 为 ( 娟 、30s、 
8O: 6σ, θ4)ς 

对 称 操作 的 集合 构成 一 个 构 型 的 对 称 群 ， 它 遵从 群 论 的 全 部 
基本 条 件 。 


2.4 对 称 点 群 
倘若 一 个 分 子 所 具 的 全 部 对 称 元 索 都 是 知道 的 ， 那 未 应 用 每 
一 个 元 素 就 可 产生 全 部 的 对 称 操作 。 对 称 操作 的 这 种 完整 表格 ， 
满足 数学 群 的 四 条 准则 。 在 对 称 操作 的 完整 集合 中 , 任意 两 个 操 
. 11. 


82.2 对 称 苑 束 
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TER &g —1- RT Ba 3 BLU D k d REL HIE, 

让 我 们 设想 在 一 个 XYs 平面 型 分 子 上 能 实现 的 一 组 操作 为 
例子 。 在 此 分 子 上 可 实现 的 有 关 的 一 组 对 称 操 作 包 括 ; 

E Os, 04,05, 02, 05, On, 0S, Oo 0n, δα 及 8$, 除 此 之 外 , 不 可 
能 再 有 其 他 的 对 称 操作 。 

从 图 2.8 可 以 看 到 : συΌο--σοο 用 类 似 的 方法 , 可 以 核对 全 部 
组 合 , 从 而 可 看 出 此 集合 是 完整 的 。 

对 于 所 有 对 称 操作 的 乘积 来 说 ,结合 律 显然 是 适用 的 。 
EA 


图 3.3 对称 操 作 的 组 合 
第 三 个 条 件 是 存在 一 个 群 元 素 E, Sp|SEX—XE-X,O0, 
和 0? 就 是 组 合 产生 和 便 等 操作 的 例子 。 
第 四 个 也 是 最 后 一 个 条 件 是 ， 每 一 个 群 元 素 都 有 一 个 北 元 素 
也 可 得 到 满足 。 给 定 一 个 操作 的 北 可 以 用 第 二 个 操作 来 半 明 ， 即 
它 指 效 应 恰 好 抵消 了 给 定 的 第 一 个 操作 的 效应 。 一 个 操作 五 的 个 
RRES, BME RS 一 8 如一 百 。 例 如 平面 上 的 反 跨 本 身 就 是 
ERDRE, MA cx 一 史 一 五 。 对 于 真 转动 08 来 说 , 其 道 操作 
EO”, AW 0; κοι-”--Οἱ--Βο ΤΕΒΕ, 其 逆 操 作 
与 m 是 侦 数 还 是 奇数 有 关 。 当 ww 为 奇数 而 mw 为 偶数 时 , 87-07, Ἔ 
的 道 操作 是 07"。 对 于 nn 各部 是 奇数 的 δ; 来 说 , 我们 可 写成 : 
Si = OPC, 其 道 操 作为 Or”, 它 等 于 Ott”, 并 县 依次 可 写成 单 
* 原 书 误 为 O39-" 一 一 洋 者 注 。 
. 79. 


一 操作 Sr-", 

对 称 操作 的 各 种 可 能 组 合 将 会 生成 何 种 类 型 的 群 ， 这 是 我 他 
所 关心 的 一 个 问题 。 除 召 外 没有 其 他 对 称 操作 的 平庸 情况 下 , 我 
们 有 一 个 称 之 为 O, 的 一 阶 群 。 若 某 分 子 仅 有 唯一 的 对 称 元 素 是 
一 个 平面 , 此 对 称 元 素 将 产生 o 和 as~ 召 两 个 操作 。 这 是 一 个 二 
阶 群 ,用 C, 来 表示 。 潜 唯一 的 对 称 元 素 是 一 个 反 演 中 心 ， 则 由 此 
元 素 产 生 的 两 个 操作 是 4 和 镶 = 召 ， 这 是 一 个 二 阶 群 ， 用 C 33 
示 。 若 某 分 子 唯一 的 对 称 元 素 是 一 个 真 轴 ， 它 能 产生 一 组 操作 
On 02 05... 01E), Rie, 具有 O, 作为 它 的 唯一 对 称 元 素 的 分 
子 , 应 属于 循环 群 ,因而 也 是 一 个 阿 贝 耳 群 ,并 用 O, RER PE 
在 一 个 非 真 轴 , 就 必须 考虑 操作 的 阶 。 当 δ. 轴 是 偶数 阶 时 ， 它 将 
产生 E. Sa SL S, S171 等 nn 个 元 素 所 组 成 的 S. ΒΕ. 4 nO 
奇数 时 ,一 个 由 8。 轴 所 产生 的 操作 群 , 应 该 包括 cx 和 由 G, 操作 
所 产生 的 2n 个 元 素 所 构成 。 这 种 群 用 O,, KERo 

分 子 的 对 称 群 有 一 个 共同 的 特征 。 一 个 对 称 操作 , 无 论 是 一 
个 分 子 自身 的 转动 或 者 反映 ,自然 都 必须 保持 分 子 的 质心 不 动 。 倘 
车 分 子 还 有 一 个 对 称 面 或 对 称 轴 ， 则 分 子 的 质心 就 必须 位 于 该 平 
ERME. 由 此 可 见 , 分 子 所 有 对 称 轴 和 对 称 面 至 少 必 相 交 在 一 
个 共同 的 点 上 上， 而 且 此 共同 点 在 分 子 的 记 有 对 称 操作 中 都 保持 国 
定 不 动 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 分 子 的 对 称 群 通常 称 为 点 群 。 

On, Cu, Ono, Da, Dy, Ῥω, Τα 及 O, 等 符号 ， 是 按 发 明 者 命 
名 为 圣 弗 利 斯 (Sehongies) 符 号 。 点 群 的 对 称 面 和 对 称 轴 系 统 列 
在 2.2 E. 

及 适当 的 方式 加 一 个 或 几 个 对 称 元 素 到 所 在 的 构 型 中 ， 就 能 
产生 新 的 点 群 。 假 若 我 们 加 一 组 垂直 于 生成 一 个 ο,” 群 的 主办 的 
二 重 对 称 轴 ， 结 果 产 生 的 是 点 群 D。, 而 相 邻 两 个 二 重 轴 间 的 夹 角 

* 原 蔬 误 为 太一 一 译 者 注 。 I 2 
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表 2.2 2 * κα EO 
对 称 m 和 ow m HRH 


对 称 面 

对 称 中 心 

n Ἐ th 

2n 重 交错 轴 

n E EAE 

只 重 轴 及 垂直 平面 

n HEBR «ΣΤΗ 2 3 5g 

除 D, 的 转动 外 , 还 有 一 个 水 平面 及 和 包含 水 平 轨 的 点 个 垂 喜平 面 
Ek D, 的 转动 外 , ICH TKCOE ΒΒ IR] AE 2 AR n AEAEE 
加 面体 

八 面体 或 立方 体 


为 zw/%n。 加 一 个 释 直 于 主轴 的 对 称 水 平面 ,就 可 由 Cm 产生 Du 
1ο Hn ARA, Da 包括 一 个 反 演 ¿= cxCa,， 并 将 有 一 个 对 称 
中 心 。 

由 于 取代 而 引起 点 群 的 变化 是 很 有 意思 的 ， 下 面 举 两 个 这 种 
取代 的 例子 。 
四 面体 : 


AX, (Ta); AXSY(Os): AXsYs(Cs), 
ΛΙΠΗ. e 
AX, (04); AX,Y (Cs) | 反 式 AXaYs(Day)i 顺 式 AX. Y; (Css) o 
分 子 点 群 的 确定 工作 需要 练习 。 这 个 工作 可 通过 对 所 有 对 称 
轴 和 对 称 面 的 确定 来 实现 。 T 群 和 O, 群 的 确定 是 不 很 困难 的 。 
倘若 分 子 属于 其 他 点 群 ， 对 于 已 经 找到 一 个 对 称 主 输 以 及 其 次 是 
垂直 于 此 主轴 的 二 重 轴 。 若 这 两 种 轴 都 存在 , 即 为 也 类 点 群 。 若 
没有 二 重 轴 , 就 一 定 是 属于 O 类 点 群 。 


2.5 线 型 分 子 和 原子 
一 个 线 型 分 子 具有 无 穷 多 的 对 称 操作 。 因 为 绕 任何 包含 分 子 
a 14. 


轴 的 转动 ,或 在 任何 包含 分 子 抽 的 平面 上 的 反映 , 都 是 线 型 分 子 的 
对 称 操作 。 可 以 有 两 种 类 型 的 线 型 分 子 ; 一 种 是 由 等 价 的 两 半 所 
组 成 , M 0 一 0 一 0、N=0 一 0 一 N; 另 一 种 是 完全 没有 对 称 性 , 例 
iy] HON, NNO, 

象 在 0—0—0 这 样 的 分 子 中 ， 它 有 一 个 0s 轴 和 一 个 垂直 于 
ATRAN. 由 于 绕 唯 一 的 纵 轴 0. 有 无 穷 多 个 转动 ， 以 及 
无 穷 多 个 垂直 于 O. Ον fl, 还 有 一 个 水 平 的 对 称 面 。 这 种 群 称 
为 Dor 群 。 

单一 原子 的 点 群 ， 是 一 个 包括 所 有 围绕 通过 原子 核 的 转轴 进 
行 各 种 可 能 转动 的 无 穷 点 群 。 这 就 构成 了 称 之 为 三 维 的 转动 姓 ， 
在 这 种 群 中 不 管 其 转轴 如 何 ， 所 有 转 过 相同 角度 的 转动 都 属于 癌 
一 类 。 单 一 原子 的 梯 还 包括 一 个 反 演 , 原子 核 就 是 对 称 中 心 。 


练习 1 

试 确定 H30, πὶ CoHyBro, MR C;HsBrz; 及 CsHe 分 子 的 对 称 群 。 
练习 9 

试 证 明 ， 著 育 两 个 垂直 的 二 重 轴 , 就 意味 着 存在 第 三 个 二 重 贡 。 


2.6 晶体 的 对 称 性 


晶体 是 由 称 之 为 晶 胞 的 基本 单位 在 空间 有 规律 的 重复 所 组 
成 。 晶 胞 是 由 许多 原子 在 有 限 的 空间 中 排列 而 成 。 在 晶体 中 所 人 有 
晶 胞 全 都 是 等 同 的 ,而 且 在 空间 有 相同 的 取向 。 因 此 , 一 个 理想 的 
晶体 可 想象 成 在 所 有 方向 上 都 可 无 限 地 延伸 

唱 胞 中 所 合 的 原子 具有 如 在 2.4 节 中 曾 讨论 过 的 那些 类 型 
的 点 群 。 若 在 每 一 个 晶 胞 中 选择 一 个 点 ,使 这 全 点 群 进行 各 种 操作 
时 ， 这 个 点 都 保持 不 动 。 这 些 点 在 空间 的 菲 列 定义 为 旧 B: 点 E£, 
这 种 晶体 点 阵 给 出 了 一 个 完整 的 图 象 ， 在 此 图 象 中 晶 胞 相 五 堆积 

P an 


` wawawa... PEPERIT UE PUE c De S emn e am 


而 形成 晶体 。 | 

晶体 结构 的 规则 性 ， 就 意味 着 每 个 晶 胞 的 对 称 夯 或 对 称 轴 也 
就 是 整个 品 体 的 对 称 面 或 对 称 轴 。 因此 , ΒΕΛΗ 点 群 信 有 一 个 
n 重 对 称 轴 ,一 个 04 转动 或 一 个 S, 非 真 转动 , 那 末 绕 这 些 轴 的 转 
动 就 必然 无 眼 延 伸 到 整个 晶体 中 去 。 可 以 证 明 , 这 个 条 件 意味 着 
Tidit By n f HRS, n-1,2,2,4 $06, n—5 E n>6 J: nl 
能 存在 的 。 对 nn 值 作 这 种 县 制 的 原因 ,是 与 以 下 这 样 一 种 事实 有 
zx, 即 用 适当 而 且 相 同 的 有 规则 的 多 边 形 , 它 能 和 覆盖 住 一 个 平面 的 
面积 而 不 留 下 任何 颖 有 虞 。 等 边 三 角形 、 正 方形 、 六 边 形 就 是 这 
PEAP. π--1 包括 在 不 具有 对 称 负 的 点 群 中 。 点 群 O,.O, 
和 Cx 只 含有 恒 等 对 称 元 素 ， 从 而 表明 这 种 晶 胞 完全 没有 对 称 
应 用 这 些 % 值 ,总 共 可 得 到 2 个 点 群 。 这 些 电 体 学 点 群 称 为 
晤 类 。 在 品 体 点 阵 中 ， 可 能 的 排列 是 由 点 群 的 对 称 性 及 各 种 可 能 
性 来 决定 的 ， 所 有 晶体 点 阵 可 分 成 七 个 晶 系 。 

在 任何 晶体 中 ， 都 存在 着 在 确定 的 方向 上 移动 某 一 距离 的 平 
移 。 当 将 平移 运用 到 作为 一 个 整体 的 无 限 晶 体 中 去 时 ，- 将 使 是 体 
中 每 一 个 品 胞 都 移动 到 另 一 个 唱 胞 的 位 置 上 去 。 这 种 平移 合 起 来 
看 构成 了 一 个 群 ( 暴 体 的 平移 群 )， 它 可 用 来 描述 曙 笨 点 阵 的 绪 
构 。 全 部 点 的 一 个 集合 ,可 从 它们 中 的 任何 一 点 开始 ,进行 称 之 为 
初 基 平 移 ( 将 在 第 十 章 中 有 严格 的 说 明 ) ἐα. ἐν. ts 或 者 用 它们 的 完 
整 复 合 来 获得 ， 由 此 构成 了 称 之 为 三 维 空间 的 点 阵 。 晶 胞 的 参数 
是 初 基 平移 了 G. ta, ta) 及 28_ 81 和 142 轴 之 间 的 夹 角 分 别 为 a 
B. Yo 晶体 的 名 称 、 参 数 、 主 要 的 对 称 性 、 对 称 元 素 及 晶 类 全 都 列 
在 表 2.3 F. 

Mx 2.8 中 我 们 可 以 看 到 ,立方 唱 系 的 对 称 性 要 求 有 四 个 三 
重 对 称 秆 通过 每 一 个 阵 点 。 只 有 三 种 不 同 的 阵 点 空间 排列 能 满足 
.16. 
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这 个 要 求 。 它们 是 GO 简单 立方 点 阵 ， 这 种 点 阵 中 的 阵 点 是 以 重 
复 立 方 体 的 方式 来 得 到 ; GLATAR, 它 是 由 在 每 一 个 简单 
立方 体 的 中 心 加 上 一 个 点 而 得 到 ; Gi 让 ) 面 心 立方 点 阵 ， 它 是 田 在 
立方 体 的 每 一 个 面 上 加 一 个 点 而 得 到 。 

紧 体 的 对 称 操 作 是 由 点 群 操作 、 平 移 以 及 由 点 群 操 作 和 平移 
相 组 合 和 而 得 到 的 混合 型 操作 所 组 成 。 蛛 旋转 动 和 滑 移 平面 反 瑞 就 
是 两 个 这 秋 泌 合 型 的 操作 。 螺 旋转 动 是 绕 一 个 轴 转 动 及 伴随 着 沿 
该 轴 的 平移 ， 而 滑 移 平面 反映 是 在 一 个 平面 上 的 反 喘 及 伴随 着 沿 
平面 的 一 条 线 上 的 平移 。 

芭 体 中 对 称 操作 的 完 整 集合 ， 即 由 转动 、 反 驳 、 平 移 、 螺 旋转 
动 及 滑 移 平面 反映 所 构成 的 群 ， 称 为 晶体 的 “空间 群 ”。 由 于 它 
们 中 的 点 阵 类 型 、 晶 类 以 及 漯 旋 轴 和 滑 移 而 排 列 披 此 间 的 区 别 ， 
就 可 能 有 230 个 不 同 的 空间 群 。 
注释 . 

TEX 2.8 申 点 群 列 中 ,下 面 是 圣 弗 利 斯 符号 ， 也 列 出 了 茜 尔 
Σὲ ΒΕ} (Hermann-Mauguin) 符号 或 称 国 际 符号 。 在 国际 符号 
中 ， 每 一 个 点 群 是 用 一 些 数 字 或 字母 或 者 两 者 连 在 一 起 来 表示 。 
为 了 用 国际 符号 来 描写 一 个 点 群 的 对 称 轴 及 对 称 面 ， 可 按 下 而 的 
法 则 进行 

MKF n KERTEH n Eih 例如 点 群 Cs 有 一 个 唯一 的 
二 * 重 轴 ， 就 简单 地 记 作 为 2。 D, 有 一 个 四 重 轴 和 是 个 不 同 燃 型 
的 二 重 轴 ， 记 为 432。 

存在 有 对 称 面 要 用 镜 而 符号 弃 来 天 示 ， 但 若 有 一 个 镜面 牌 直 
ΤΙ, 就 用 n/m 来 表示 。 这 样 ,Csr 的 国际 符号 为 4 πι, ΤΠ 
Ow BD] tmm 来 表示 。 

Ca, 的 国际 符号 写成 S /m, 但 为 有 一 种 新 的 规定 已 在 使 

* HRANE — RE. 
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Jo Cs 的 对 称 元 素 是 Cs, Οἱ Οἳ- E* Ἀσισι, 0,03, σιὰ--σν"", 
而 《一 onOa 一 onOS 及 0, 7 108 o HA, Og, 的 全 部 元 素 只 是 基 组 
合 $C. 的 简单 乘客 ,这 在 国际 符号 中 用 5 EGER. -- iO 是 用 
n KER, 


” 原 书 误 为 Ci-E-— EE, 
“ΞΡ Ἡ- RKF, 
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第 三 章 矩阵 和 表示 


对 称 操作 是 转动 各 反映 ， 或 者 是 两 者 的 组 合 。 把 对 称 操作 膛 
用 到 分 子 上 ， 将 产生 一 个 与 原始 构 型 不 能 辨别 的 构 型 。 对 称 操作 
也 可 狸 成 是 一 个 算 符 ， 这 种 算 符 作用 在 一 个 空间 矢量 上 能 按 规 定 
的 法 则 产生 另 一 个 矢量 。 


3.1 对 称 操作 的 效应 

假若 有 一 个 具有 一 组 正 交 归 一 基 矢 (ei、 es. 9) ËJ 1E # ΜΜΕ 
X&(di, qa, di) 。 这 个 坐标 系 的 原点 位 于 这 样 的 一 个 点 上 ， 即 分 子 
所 具 的 任何 对 称 操作 都 使 这 个 点 保持 不 动 。 

对 称 操作 如 对 位 矢 a 的 效应 ,可 使 8 变 成 一 个 新 的 位 矢 a。 
RETH TAKER: 

Ramp’ (8.1) 
4r TER da 2 a 的 方向 , 而 不 改变 其 数值 。 因 此 ,车 n JE— ΤΕ 
的 数 , 则 ; 

Ἠ(πβ) =n(Ra) (8.2) 
考虑 具有 位 矢 为 & 的 空间 的 一 个 点 4， 
Nl. 
& — 91 @r--q3@s-F gs Cs (3.8) 
IG, 
a — Ra —qi(Re;) +ga (Res) -- ga (Heg) (3.4) 
(Re, Re, Re, MERIDA ER BEL; 
Rè — 731 61 Tarea 37 731 Os 


Hes-—r1301 ga Ba 十 了 aa 8g 


. 200. 


Re,= Tages 1-135 94 1-733 83 (8.5) 


3 
Re, ra e, (k=1l 2.3) (9.50 
=] 


D ICBJE VI A (8.4) sih, ΒΙΑ EIE E 
8’ 一 ge 十 go €, + f; es 


式 中 σι σι οι Tringa Tia Q3 
Q5 σοι litraa + Tos da 
37 si gi" Tga da tTga Qa (3.65 
或 
d z ον q;, (& == 1. 2_ 3) (8 .6^) 


ECELLAETEITT AD -DARRER 式 中 的 系 
JE ra 是 一 些 数 。 式 (3.6) 给 出 了 4(a) 点 的 坐标 σι 与 A (a”) 点 
的 坐标 % ZAREK, Ju XE ra (&=1.2_.35 的 集合 给 出 了 就 
Jk a 求 说 的 算 符 的 数字 表示 。 这 种 开 示 可 写成 方 阵 形 式 ， 
fii Tas Tus 
ή tar 493 =] | (3.7) 
Tsi Taz Tas 
MERKER P v TREN F; 
(1) 恒 等 操作 E 
出 于 乙 等 操作 使 基 矢 保持 不 变 , 因此 我 们 得 到 : 
E e,=1-e,+0+-.es+ 0-6, 
了 五 Bs=-0O-el 十 1.6a 十 0vebs 
E 64 — 0-e;--0-e,- 1:0; 


100 
E-|0o 10 (8.8) 
001 | 


«91» 


如 的 矩阵 表示 为 


a 
AA ο. a PI rr urn Tam mMÁÁÀÁ 


nf y, E jg g 755 — A" ΒΒ {ΆΕΕΕο 
(1) £X ea 的 转动 
BEREA es 轴 转 过 一 个 吕 角 的 转动 。 那 末 操 作 的 效应 是 
ik R—O0(0 .es 保持 不 变 下 , 使 aa 和 es 转 到 它们 的 新 位 置 C(O)ex 
F 0(6)ο9. 上 ， 如 图 3.1 所 示 。 因 此 
σ(θ) e, — cos 0-e, +-sin 0-es+0-@, 
G(@) es = -- sin 9-e,-- cos 0.es 十 0.6s 
Q (8) ea —0-6,--0-64-- 1:6, 
所 以 ,就 基 矢 6; 来 说 , OO) ΕΕΚ: 
ο sinO 0 
oe | cos 9 °) (3.9) 
0 0 1 
3383638 C (0) 看 作为 由 点 4 (01,08, 33) 1951 9 X A (q... 
σα) b, g, 3} οἱ Bode Xo EB 3.2 b, JP RIA IARE RI Zo E 
Τι | 
g, = eo8 Ü* q,— Bin B -qs+ Ü< gs 
q5 —8in b-ga + cos @+gs--0+ qs 
ga —0*g1--0*ga--1- gs 


LA p 


_ — SA (αι ὃς, L) 


A (4, da, q, ) 


图 3.1 E 3.3 


这 个 操作 的 矩阵 表示 为 ; 
9 22 9 


-oo — -- w. 


qi cos 一 sn 0 σι 
| qo μ΄ οο58 0 { ga | (3.10) 


(1) 在 包含 es 平面 上 的 反映 
对 称 操作 ~o 时 , 在 一 个 包含 矢量 es 并 与 ea e FHR A 
的 平面 上 的 反映 , 如 图 3.3 中 所 表示 的 , 可 得 到 如 下 的 变换 。 


8.3 


o 64 = cos 2:68: + sin 2φ»Θα!ἠ-056α 


g es — sin 2-86, — cos 2.89 -0:6μ 


Cr Gs = 0.6: 十 0.69 - 1-6, 
因此 , 反 喘 操作 的 矩阵 可 表示 为 : 
cos2ġ sin2ġ 0 
2p — cos 2d ] (8.11) 
0 0 1 


(iv) 在 一 个 垂直 于 es 的 平面 上 的 反映 
在 这 种 平面 上 的 有 反映 , XE er. ea 方向 上 矢量 将 保持 不 变 , 而 在 
e; Jy 5j ERA ΒΕ [1ο PRU 
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. ΒΒ m —— —— + + 


10 ο 
-| 1 ] (3.12) 
QE es 的 非 真 转动 
非 真 转动 SC) 对 e, 和 es 的 效应 都 与 O (d) 相同 , I B tb 
es 的 方向 倒转 。 因 此 可 用 下 面 的 矩阵 来 表示 : 
[es -sing 0 
so) =° cos $ : (3.18) 
0 ο —1 


(vi) 在 愿 点 :上 的 到 演 
Ede, e 和 es 的 方向 均 倒 转 。 因 此 矩阵 玫 示 将 为 : 
-i 0 ο 
-| 0-1 ] (8.14) 
0 0 一 
实例 
对 于 计算 各 种 不 同 对 称 操作 作用 到 分 子 上 的 矩阵 圾 示 来 说 ， 
所 (NHs) 分 于 可 和 作为 一 个 很 好 的 例子 。 NH 属于 Oy, 点 群 。 
AITHN T R EREA 
8.4 上 ,其 对 称 操作 为 , (i) 伍 等 操作 
E; (0) 2$ es 轴 的 O, 转动 ，es EE 
ETATEM (iii) 绕 es 转 过 
. —120? πὲ 240” μὴ O3 $6 35, XX Gv) 
如 图 3.4 所 示 , 包含 es 的 对 秘 面 上 
图 8.4 的 三 个 反映 σε. σι, σι, 这 里 的 On 
和 003 可 用 9 =120° 240° 或 一 120° RA G.D AHH ERRE 
示 。 而 是 用 一 0? «603 或 一 60° ARA (8.11) 3t Br 48 B] 
表示 。 这 些 矩 降 表 示 式 为 ， | 
24: 


Mm naa 


—— M À———— —— — 


100 —1⁄2 8/2 0 
Zr 1 中 al ΝΕ —1⁄2 °) 
"i00 1 0 0 1 

-1 —. 3⁄2 0 
o 7 3⁄2 ~1/2 中 
0 1 

1 —1/2 V3/2 0 

e —1 中 gy a 1/2 o) 
0 1 
—1/2 —-/8/2 0 

I 1/2 o), 
9 0 1 


(3.15)" 
水 分 子 属于 Cs, 点 群 。 其 对 称 操 作为 E. Os, Co, σνο RWE 
用 在 一 个 普通 点 上 的 变换 和 矩阵, 容易 看 出 有 如 下 的 关系 ， 


i00 — 00 
001 0 01 


1 00 «d ux 
ceļ 0—1 οἱ, σε ο 1 1 (3.16) 
0 01 001 


这 里 我 们 可 以 看 到 ， 一 个 分 子 的 对 称 操作 可 用 相应 的 一 些 矩 
阵 来 代替 ， 这 些 矩 阵 表 示 该 操作 对 用 来 建立 分 子 物理 空间 系统 的 
基 矢 的 效应 。 表 了 东 一 个 点 群 的 一 组 对 称 操作 甜 阵 构成 了 该 点 群 的 
表示 。 就 用 来 表达 各 和 矩阵 的 一 组 基 矢 e, es 和 es 来 说 , 它们 构成 
T RERI” 


*” 式 中 原 书 印 错 之 处 已 改正 一 一 译 者 注 、 
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ponam 


3.2 ERBA 


RASER A 中 的 列 数 等 于 和 矩阵 召 中 的 行 数 时 , ΑΠ B Bi 
A PEA EERTE AB MERE, ERER TF H 1 με πε 
为 相似 的 。 若 4 的 阶 为 %xh Tü B BJ Bt 29 hx m, ΛΑ R O 的 
ΕΝ nx an, HEERKE HATERA H. 
9—1,2,3,--.n 


ο ΑροΏν, Do (3.17) 
RS g=1, 2, 3 --. m 
除非 是 由 线性 变换 性 质 所 产生 的 矩阵 乘法 规则 ， 殖 则 矩阵 的 习 法 
是 不 能 任意 的 。 — | 
两 个 对 称 操 作 RA S ΕΞ, 定义 为 这 样 的 对 称 操作 , 即 在 
第 一 个 操作 瑟 的 结果 上 再 实现 操作 如 。 这 可 用 下 面 的 符号 来 表 
m 
T-«S8R (3.18) 
若 某 对 称 操作 R Wi α CE α΄, 而 对 称 操作 又 将 a ΑΕ k a”, 
那 末 积 操作 了 将 使 A 直接 变换 成 & 。 积 操作 也 遵从 结合 律 ; 
T (a) = (SB)a S S(Ra) (8.19) 
表示 也 的 矩阵 是 由 计算 SR XF35 ei es es AEN E 5|ῄΐ1α 


3 a 8 
Re, 2 ira θη Se, 21 Sy eu. 因此 Te,— 2116, 


(3.20) 
7 的 元 素 可 用 好 和 用 的 元 素来 表示 ， — | 
Te, (SE)e—S(Re) -S(3 rae)~DrntSe) 
-Dr [28612 2 rS] e," (3.21) 


这 样 ,我 们 就 可 推断 出 表示 积 操作 了 =SE 的 矩阵 元 素 , 它们 


* 式 中 原 书 印 错 之 外 已 改正 一 一 评 者 答 。 
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是 由 (3. 19) 06. 20) 式 所 给 出 的 ,用 五 和 如 所 规定 的 数值 经 来 
表示 。 所 以 
ša = Sa Tik aras tia Tau (3.22) 
方块 因子 矩阵 
当 我 们 所 研究 的 矩阵 ， 其 所 有 非 零 元 素 都 位 于 沿 对 角 线 的 方 
块 中 时 ， 就 会 时 现 一 种 矩阵 匀 法 的 特殊 情况 。 例 恕 下列 的 两 个 扰 
z. 


0 00 4 ijo ο 0\ /4 110 0 O 

T e 2 3|o 0 οἱ [8 π]ο 0 O 
mE πα ως 
0 0 O 8 000|0 1/|0 0 019 7 
0 0 ο 9 0 00J8 2/ i00 0|6 5 
(3.23)* 


Lal SUB PERS 3t BH REE R ETE Eq T VAL PH IS] B E 
式 划 分 成 方块 。 还 可 以 看 出 ， 积 矩阵 中 给 定 方块 的 元 素 只 能 由 这 
些 因 子 中 对 应 方块 的 元 束 所 决定 。 因 子 方块 积 可 以 独立 得 到 ， 王 
与 矩阵 的 其 余部 分 无 关 , 例 如: 
ο” οὐ (1 2)*(s 2)-(e ο) 
1 2 2 3 8 TI \L 2 3 2 6 5 
(3.24y 
Ji Pi PE PF Rb RE BE 3 RERE SER SEHR. 
J E R 
对 称 操作 S RWE SC, Bp SSCSCS-E, ERRE 
的 证 隆之 间 的 得 应 关系 为 88 = S = Ες An es 办 转动 CQ 人 
的 逆 , 就 是 绕 同一 轴 转 过 数值 相 等 而 方向 相反 角度 的 转动 C (— 0), 
因此 
” 式 中 原 书 印 错 之 处 已 改正 一 一 详 者 注 。 
=> ABRA 6—— EA EE. 
tZ - 


cos( —0) sin(—8) 0 
RE cos{—0) o) 


Ü 0 1 
cos —sinĝ* 0 
iz eos 0 j (3.25) 
0 0 1 
容易 看 到 
(8R)-1= R-1S— (8.26) 


对 于 一 个 点 群 来 说 能 得 到 多 少 个 宕 示 ， 这 是 一 个 极为 有 趣 的 
税 题 。 若 将 三 个 小 基 矢 相连 在 HO 分 子 ( 属 Os 点 群 ) 的 每 一 个 
原子 上 , 并 写 出 矩阵 来 表示 其 对 称 操 作 ， 我 们 就 可 得 到 一 组 四 个 
3x9 的 矩阵 。 用 类 似 的 方法 ， 可 将 0HsO1s 分 子 得 到 一 组 四 个 
15x15 的 矩 阵 来 作为 该 点 群 的 表示 。 


25] 
E i Cs, ARREZ 


* 了 原 书 误 为 an 6 一 一 译 者 注 。 
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第 四 章 广义 表示 和 函数 空间 中 的 操作 * 


据 量 空间 和 分 子 

考虑 一 个 由 NARAN 个 电子 所 组 成 的 分 子 。 在 一 个 有 
(WV 十 中 个 质点 运动 的 分 子 物 理 空间 中 , 我 们 可 用 基 矢 Θι es es 安 
置 一 个 正 交 近 的 坐标 系 。 在 这 种 坐标 系 中 ， 第 上 个 质点 的 位 置 是 
用 它 的 相对 于 基 (erex.es) 的 坐标 (红星 4 多 来 描写 。 全 部 质点 的 
位 置 可 由 于 列 坐标 给 出 ; 

οἷ. οὗ. οἷ, τν. αἵ σᾶ Rt 

为 了 代替 土 面 所 用 的 3(N +n) AARS ON +n) 个 质点 在 三 维 
空间 中 的 运动 位 置 , RT EASRA ARE A 8 CN +n) 
维 空间 中 单一 矢量 的 分 量 。 这 就 意味 着 ， 可 用 在 “和 构 型 空间 ”中 的 
一 个 “点 ”来 代表 分 子 的 每 一 种 可 能 的 构 型 。 对 于 分 子 的 构 型 空间 
来 说 ， 我 们 可 用 οἱ οἱ οἱ ---. er ef ef adt ih 3(N +n) 个 
矢量 集合 作为 基 矢 。 

在 一 个 包括 组 成 质点 的 分 子 中 , 其 任何 一 种 特定 的 动态 , 可 用 
一 个 波 函 数 来 撒 写 ， 这 个 波 函 数 本 身 也 是 它 的 全 部 坐标 的 函 数 。 
这 些 波 函数 相应 于 分 子 的 一 些 特定 的 能 级 ， 这 些 波 函 数 本 身 构 成 
一 个 “ 通 数 空间 *， 此 函数 空间 的 维 数 等 于 相应 能 级 的 简 并 上 度数。 
在 描 报 分 子 问 题 时 ， 儿 量 空间 必须 涉及 分 子 动力 学 所 包括 的 各 个 
阶段 。“ 物 理 空间 ”是 分 子 运动 中 描述 各 个 构成 质点 的 第 一 个 阶 
段 。 分 子 的 “ 构 昏 空间 ”作为 一 个 整体 , 是 第 二 个 阶段 ; 而 与 分 子 能 
级 相关 的 “本 数 空间 ”是 分 子 矢量 空间 的 第 三 个 抽象 。 


* 本 章 中 丫 书 外 错 的 一 些 符 号 均 已 订正 一 一 译 者 注 、 
** 原 韦 误 为 正 交 归 一 ,已 改正 一 一 译 者 注 。 
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ED MEME c --------- 


4.1 广义 表示 


矩阵 表示 的 概念 可 以 扩展 到 广义 矢量 空间 中 去 。 若 用 表示 
空间 的 广义 矢量 。 那 么 
f'= P. f . . δια) 
这 个 式 子 表示 : 算 符 Pa 作用 到 给 定 的 矢 明 ff 上 ,形成 了 一 个 新 的 
空间 矢量 ff。 由 于 大 部 分 涉及 物理 问题 的 算 符 都 是 线性 算 符 , ἢ 
此 我 们 有 : 


Py (nf) =n( P. f) 
K 


Σπ ΓΡ) = Pref Pa € (4.2) 
这 里 的 nn 过 任意 的 数 ; 了 和 名 是 空间 矢量 。 对 称 操 作怪 与 线性 算 
符 Pa 之 间 的 相似 性 ， 可 从 下 面 的 关系 式 显 示 出 来 。 
P,f= Ps| f= PI (Pa 8) 
PrPy= PgPr= DPR 
(Py) Pg - Pr(Pr) o — Py 
(Pg) t= Py (4.8) 
当 属 于 某 一 特定 分 子 的 一 个 对 称 性 算 符 的 集合 构成 一 个 点 群 
ΒΗ, 与 这 些 算 符 相 联 系 的 对 称 操作 也 构成 一 个 群 ,而 此 群 的 结构 与 
分 子 点 群 相 类 似 。 类 似 的 关系 也 可 以 扩展 到 群 的 矩阵 表示 中 去。 
在 一 个 三 维 的 物理 空间 中 ,对 称 操作 的 点 群 是 用 一 组 3x3 SR PESE 
由 示 。 同 样 ， 在 一 个 维 的 矢量 空间 中 ,对 称 操作 是 用 一 组 %xs 
的 矩阵 来 表示 。 
假若 在 矢量 空间 中 有 一 个 系统 的 基 矢 为 ff9、…、fw 算 符 Pa 
作用 在 该 空间 的 任 一 矢量 上 , 就 可 产生 一 个 用 尖 矢 来 表示 的 矢量 。 
2 对 每 一 个 基 矢 的 效应 可 表示 如 下 : 


Prfy— ο) (1) ] 5f, (&=1, 2, ===, n) (4.4) 


j=l 


及 


APOLD) 1a È nx n $i DCBO 8956386, S f 是 一 个 广义 空间 

4 « 
mS f= a fatas fat agfa t-an f, = > Gy f, (4.5) 
Px f,= Si (Ps t) = 21a ( SUD G)lnt;) = 21d, $, (4.6) 


REW a= 5) [D(R)]mes。 


rx n E E D CR) Juste E UE Br R EI ΧΙ ΤΝ ΕΒ9 38 ΤΗ 同 。 
BË n "7 
Pn f,- HUD R)» f, Pst,— DDO 


及 Pris- 5 [Ρ(}]α f, 
那么 
Prf = Pas f, = Ps (Pa ἐν) -Ρε(ΣΓΡΩΘ}» t) 


λε = SDR) Ja (BUD G1, f). 


i=] 


因此 ， 
Pyt,-2)( IDS) Ju IDR) r)i (4.7) 
及 
CD(T) Ja= 33D (8)) [D Rn (4.8) 
DT) - D(SR) - D(S) D(R) (4.9) 


κκ, FEA n 维 的 广义 矢量 空间 中 的 线性 算 符 Px 能 反 
跌 出 相应 对 称 操作 的 积 法 则 ; 那么 每 一 个 对 称 操 作品 可 按 (4.4) 
式 所 定义 的 , 用 一 个 对 xz 矩阵 D(BR) 来 表示 。 这 些 矩 阵 的 积 相应 
于 代表 它们 的 对 称 操作 的 积 。 因 此 ， 一 组 矩阵 可 代 天 一 个 点 群 的 
对 称 操作 , 它 构成 了 该 群 的 一 个 维 表 示 。 

我 们 以 水 和 氨 分 子 (它们 分 别 属于 Oa ἯΙ Οσο 点 群 ) 作为 例子 ， 
来 论述 矢量 空间 中 算 符 的 一 般 原 理 。 

水 分 子 的 对 称 操作 为 E O, oo。 及 us。 这 些 对 称 操 作 之 间 的 


. ji ° 


REJER OE (9 «16) BEES UB BJ SE EF 3839 ΗΕ: 
(09) 3-- Εν Caoo 一 ooi Οιον--σι Rasto, =0a (4.10) 
NH, 4) -T-pSEERIR IE Jg E Cs, O2, σα. σε, σος 这 些 对 称 操 
作 之 间 的 关系 可 用 .15) 式 给 出 的 矩阵 表示 来 验证 ; 


σαου-- ope — 0,04 — Cs; 


及 O40, — 040077 0503 = OŠ (4.11) 
O, — 00$ = O30, = a Os 0, 

及 Orre = o Os. = O06— v0 = 0 (4.12) 

σα-- 0; =0; —0,0;— 0:0, = E (4.13) 


出 (4.10)、(4.11)、(4.12) 及 (4.18) 式 所 给 出 的 对 称 操作 的 组 
合 , 能 与 算 符 型 式 相 吻合 , 现 详 述 于 下 。 
Ee Ps 和 PP 为 单位 算 符 和 反 演算 符 。 我 们 知道 , 全 部 正 的 和 
负 的 实数 的 集合 ， 物 成 一 个 一 维 的 矢 基 空间 。 当 以 算 符 Ps 和 记 ， 
作用 到 实数 9 上 时 ,我 们 有 : 
Pug-q 及 Pg=—g (4.14) 
算 符 Ps EMA l> 1 μαι πρέπει 而 是 用 一 个 1x1 
ΗΠ πε - 1 33. 对 Ps Pied, rompen fe Sdn 
则 来 进行 。 因 此 - 
(+J) x (+1)=-+-1; (—1) κ(--τ) = +1; 
(—1) x (+1)= (+1) x (—1J)= —1; 
它们 构成 了 群 的 一 个 一 维 才 示 ， 其 群 元 素 就 是 Ps 和 Ps。 如 从 
(4.10)、(4.11)、(4.12) 及 (4.13) 式 中 可 看 到 的 ， 
(转动 ) x (转动 ) 一 转动 , 或 者 E, 
CLR) x (反映 ) 一 转动 ,或 者 E; 
《转动 ) x (ELIR) = Κο 
假若 我 们 在 点 群 Os, PRE E Os, 而 在 点 群 Cao 中 取出 E, 
C; 及 Os; 并 令 所 有 这 些 操作 相当 于 Ps, 而 这 两 个 点 群 中 的 所 有 反 
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MEME C 


ΒΗ 媚 。 那 么 ， 便 等 算 符 和 反 演 " 算 符 就 可 表示 成 点 群 的 一 
HR. E, Cs MOI MERETI 来 代表 ， 而 所 有 o MAE —1 2 
RE. Hk, ESAR” 分 别 相当 于 算 符 Ps 和 Pio 


4.2 甘 数 空间 中 的 算 符 


假若 了 了 =f(w.#. 允 表示 物理 空间 中 的 一 个 点 。 这 就 写 昧 着 函 
数 了 给 物理 空间 中 的 每 一 个 点 都 规定 一 个 数值 。 

假定 对 称 性 算 符 Pr 将 点 也 运动 到 4 上。 可 以 这 样 来 定义 
Fr, E] Pa (f) J& — ES ἃς, 这 个 新 函数 规定 4’ 的 数值 与 原画 数 
了 规定 4 的 数值 相同 。 这 可 用 下 式 来 表示 ; 

(Ps f) æ, y, α)--}ία, y, 3) (4.15) 

工 物 理 空间 中 , 对 称 操 作 的 效果 是 使 一 个 点 占有 一 个 等 价 的 位 置 ， 
而 新 图 象 与 进行 对 称 操作 之 前 的 图 象 是 不 可 辨别 的 。 在 函数 空间 
中 , (4.15) 式 就 表示 对 称 操作 的 效果 , 函数 的 新 状态 是 与 操作 前 等 
价 的 。 

E R=0 (é) ERER es 的 一 个 转动 ， 并 假定 有 一 个 函数 
A. (z, y, 2) - F(r)e/r, XX EIS r= (wya, 也 就 是 该 点 距 
原点 的 上 距离， 那么 


a có —sing ΟἹ /« 
eH sino cos$ Ja (4.16) 
z 0 0 1 z 
æ csp amd OY (αλ. . 
ο... eos ó Ju (4.17) 
z 0 0 1 z 
转动 不 会 改变 离 原点 的 距离 ， 所 以 一 r”’。 当 相应 于 Ο(Φ) 的 
算 符 Pc 作用 到 Αι 上 时 , 即 产生 一 个 新 的 函数 Po 41 此 新 函数 在 


“大 书 误 为 转动 一 一 译 者 注 。 


(Z, y, z) ο As, g, 可 点 上 有 相同 的 数值 。 因 此 
(Po A) (oo 5) --Ανία, y, 3) -- FG)s/r (4.18) 
用 (4.17) 式 中 的 = 值 代入 上 式 ,我 们 就 得 到 
ο o, _ Fo dz + sin $y) I 
(Po A) (5, ψ', 2) — F tes dat sin 


上 面 的 式 子 立刻 可 写成 : 

(Prd) (z, y, y = EEEO 二 -加 二 人 和 

(4.19) 

实例 

函 赦 空 间 算 符 的 理论 可 有 效 地 应 用 来 前 述 2 和 4& 原子 轨 函 前 
矩阵 表示 。 

TREZEN S. 2 BIBIT E 83S 1c 
#41 E 


X 4.1 


H 一 化 + 
(4 3/a) /2 


(VB/m) /2 
(372) /8 


Φα 
fy 


81 $ DIAE oz ETE EJ z 轴 开 始 和 在 wy 平面 上 从 % 
轴 开 始 作 须 时 针 方 向 所 转 过 角度 的 量度 。 证 我 们 来 考虑 对 称 操作 
Cko) 的 效果 。 
就 对 称 性 的 基本 条 件 来 说 , 0 角 不 变 。 由 于 Ο(α) 对 称 操 作 的 
结果 是 使 构 型 从 中 转动 到 岁 +w ES ΧΡ 
Polpa) = p= sin  cos($--a) 
= sin Ü cos $ cos a.— sin f sin ó sin æ 


= p, cosa — py sin o5 
ΠΕ, Ροίῃι) = Py = p: sim a+ py cos os 
` δά - 


E Pop) =P, = cos = Pae 


p, cosa -sing 0 fs 
»o- (s 4: ia °] B 
P 0 0 1 Pe 


TF Pe, Py fll p. 85 ER δ 35 ja] ΗΕ, BJ EE DORI S BREOCOO, 
JE Fr 3-5 (9 .10) 5 Br πὲ νη 38 s= ja] c BJ ΕΕ O (0) ESER Hl 
EXER Θι ea, es 的 物理 空间 与 用 基 矢 p. p, p. BJ eG S =s [8] J: 
类 似 的 , AERA p LER RE Jy P] ἐγ EY m, YY 和: 轴 之 故 。 

A4 J8'p'iEBE KBBI, p HWRE pR — TF := #E PRÉC z a]; mi jid" 
作 基 矢 时 , d θι 76 REL 4 EHE GE XR E], d RA ARX. 01— 
16477 ΜΕΡΙ 78 ERES 4E Se 4.3 上 。 


R 4.2 
Shoe 多 n = H- 46  Ἔ 8 BRI a 
δι già (V 1o/z)/4 Ein? £ cos 2o 
da ay (v 1o/z)/4 ain? ë sin 2d 
ds πο (V 15/x ) /2 Bin 0 cos 6 cos $ 
di yz (V 185/x)/2 sin 6 coe 6 sin $ 
ds E (ν δα ) /4 zeos2g 一 1 


HIN p HARM s SC, 我 们 可 将 算 符 Ca) VERIS ἆ Si 
上 就 可 得 到 ， 
di = Po(d4) = sin? θ cos2 (d +a) = cos 2«-d,— sin 2α: d, 
- ka= Po (ds) = sin? 0 gin2(d -- e) —sin 2a*d4-- cos 2 a.da" 
dz = Ρυ(άκ) = sin 0 cos 9 cos ($ +e) = cos x+ d, — sin as d, 
da= Pe (d.) = sin f cos 0 sin(ó +e) = Sin a*d4 + cos ady 
da= Po (ds) = (8 co8° ϐ-- 1) =d; 


* 妇 一 化 因子 是 译 者 所 可 一 一 泽 者 注 。 
** 腺 书 误 为 ce2a,3ai 十 sin 2a-dg—— PE 3E HE 


KA cos2« -—sin2a| 0 0 0 di 
d. Sin 2o ο052α) 0 0 ο ds 
d, |-| 0 O Ίσα —sia|0 | | d, |(4.22) 
d 0 0 sina —cosa|O d, 

d 0 0 0 9 πε λα 


ΒΗ χε di, ἃ» d; d, d; {ΕΙ e X x [ΒΙΗΗ, Ο(α) FR] ΒΒ PEOR: 
为 ; 


cos2a --sin2a| Ὁ ο 0 
ain Θα cos2a| O0 0 0 
D(C) = 0 0 cosa --Βίπα | 0 (4,23) 
0 0 jsinz  cosa|O 
0 ο 0 ο |i/ 


2g PHRI 角 的 一 点 4(z, y, 9), ETE go LER o 
后 运动 到 41'(w', y, OWARE ARET DEDO) 来 表 
示 , 并 可 用 类 似 于 上 面 的 方法 进行 计算 。 


cos48 一 ain49 Ὁ 0 O 

[2« cos49 0 0 0 f 
D(c)-| ο 0 cos20 —sin29 0 | (4.24) 

| ο 0  sin28 cos20 0 

| 0 0 9 0 1 


EBE D(O) 和 Dlo) 有 对 角 方 块 形式 ， 所 有 非 零 元 素 均 位 于 
洛 对 角 线 下 的 方块 中 。 这 种 矩阵 形式 的 出 现 ， 是 由 于 这 禅 的 事实 
所 致 ， 即 对 于 点 群 中 的 两 个 操作 来 说 ， G) 函数 P. (d) 和 Pa(do 
是 由 di 和 d; 线性 组 合 而 成 ,而 与 da d, 及 ds 无 关 ; GU) Pa (d) 和 
PR(d) 是 由 da 和 ds 线性 组 合 而 成 ， 而 与 d, ds 及 ds 无 关 ; Gii) 
Pa (d) 5 Jt fb 6 BR ἄς 31 3.6. 
ο 36 ο 


第 五 章 ”等 价 表 示 和 特征 标 ” 


$.1 等 价 表 示 

假若 在 一 个 ” 维 空间 中 我 们 有 了 阔 组 线性 无 关 的 基 矢 “f 和 
“gg”。 由 于 这 两 组 矢量 是 存在 于 同一 空间 中 ,我 们 可 以 用 “g” 来 表 
RP, RAHE 9 


f, -Ñ ang, (k=1, 2, 3, --.,m) (5.1) 
= 
Ë; -Èf (j—1, 2, 8, -= n) (6.2) 


COP sN ΛΕΝΕ AI B, πει YE BB A= p-1, 
假定 有 一 个 算 符 ge。 我 们 可 以 找到 一 个 相应 于 基 起 的 矩阵 
Dn (B) 来 表示 Pro 


Pyf,- È [DP Da $, (5.8) 
Prg = DIDO R) Jug (5.4) 


Pa g= PAS b; t)-3 b (Prf) 
-Σ m ( > LDO (lu fe) 
=$ by (21 [9200 2 an) 
ΒΩ 
ΙΡ ο) 


i=l U k=l L 


o 本 章 中 原 书 一 些 印 错 的 符号 已 订正 一 一 至 省 注 。 
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(5.5)3& rh g, HAREA AD (RB H 0j 253€. VE SE (6.539 
(6.4) 55, RITHE g, 的 系数 也 是 用 基 ' 名 "来 代表 Pr 时 矩阵 
DOOKU. Bit 
D'?(R)- AD?(R) B— ADO (B) A" (5.6) 
方程 伤 .6) 给 出 “每 价 表示 ”的 定义 如 下 : 
"BUSH — EE A 及 其 道 A, 并 且 一 个 群 的 所 有 操作 对 于 
Mi ^ E 78 de oe UE (5.6) 式 均 为 有 效 的 话 , 我 们 就 把 这 个 点 群 的 两 
TER, MDO Cy jn D (R) RAMA m x n 矩阵 称 为 该 点 群 的 “等 
价 表示 ”。 
方程 全 .6) 意 味 着 矩阵 也 是 由 与 群 的 对 称 操 作 相 联系 的 一 组 
线性 算 符 , 及 由 计算 这 组 算 符 对 一 个 % 88525 E |B] rH BJ 3 22 τοπ 
“的 作用 所 决定 的 。 审 任何 一 个 特定 群 所 产生 的 表示 数目 ， 是 . 
仅 由 可 能 有 的 相似 变换 的 数目 来 限制 的 。 
应 用 
方程 侣 .6) 的 运用 和 效果 , 可 由 任何 一 个 点 群 的 表示 ， 比 如 说 
用 Ca 的 表示 来 验证 。 我 们 已 经 看 到 ， 随 着 基 的 改变 可 以 算出 各 
种 不 同 的 表示 ， 假 若 这 些 表 示 是 与 (5.6) 式 一 致 的 话 , 这 些 表 示 就 
EEn "m" ECT BLEECR CAT TAUER Jc (315) $0 (3.20) 
式 中 看 到 的 完全 相间 。 为 了 便于 参考 ， 我 们 将 O, ZERO SCR E M 
dide 5.1 中 标题 下 面 。 
为 了 在 一 个 史 原子 轨 函 的 三 维 函 数 空间 中 , 得 到 一 个 用 pe.py 
TU p, 作 基 的 等 价 表示 ， 其 相似 变换 可 由 选择 有 撒 的 “p” 作 为 没有 
AR P ”的 三 个 线性 无 关 的 组 合 丽 产生 , 例如 
Ρε Q/ 2) (p, - p) 
p= G/^/ 3) (ps—p,) (8.7) 
2, Ps 
ETHER: 
. 48 « 


€, 


To 


r 


i 
1: 
- 
E 


- 1/2 
uL us 


-1/2 


^ $5.1 Οι » 的 等 价 表示 


Τῷ. vB OV 


0 


2 sE OV 
«5/8 —1/2 


EET EN 
~ 8/2 


21/8 


UIN Wr 0 
3 /2 ya E | 


απο Wa 和 adres 


1/43 
43 


0 


il//23 0 
—4/ 23 0 
0 i 


因此 , 3519 p ΒΗ Ἐκ επ BUG UIS p N, 我 们 就 有 : 


1/4/23 -—i/4W/2 0 
A—-B3-|i1//23 «ἐν 0 
0 0 1 
现在 考虑 一 个 绕 es μὴ $630 C (0) , BECK 


"Moc|n"ooc|locon-:|ono 


ο = S 


ο — - 


(6.6) 


(6.9) 


μμ ου rt e - 


cosÜ sing 0 
an [s cos 0 ] 
0 0 1 
从 (5.6) 式 我 们 已 得 到 DO(0) ~ AD (0) A=, BB 
DPO) 


1/4 2 —4/4 2 OV cos —sing O\/1/ V3 1/4/20 
ρα ¿/ 2 Jp cos 6 ο]ύντ-νοτοὶ 
0 ο 1 0 0 1 0 © 1 
ος 0 0 f 
| D g" ] (5.10) 
0 0 
[F] EE ERNE PI ΠΗ F BEI AE BF 18 h I PB 36 ZR, 
cos2 sin2é 0 
ρω (ao — cos 2e o) 
| 0 0 1 
运 胃 相似 变换 , 我 们 得 到 
D? (g) = AD” (a) A7 
所 以 
0 e?* 0 
D? (o) | &e 0 ο | (5.11) 
0 0 1 


Oa 和 C$ 2-3] 63: f8 0 —120? 和 340" 的 转动 ,而 σα, σε 和 
σι 分别 为 相当 于 与 es 形成 的 角 为 $— 0°_60° 和 一 860” 的 反映 。 1 
用 相似 变换 , 我 们 可 得 到 下 面 用 "2 ERER Os 点 群 的 表示 。 


100 emu ϱ ο euo ο 
Κ-[ο 1 oho ο ο ο][οῖ-[ o ere ] 
0 01 0 ο 1 0 ο 1 
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0—10 0 gnus 0 O e» ῃ 
σο{ -1 0 0 [σε 0 Ο]σ,-[ αγ 0 0 
0 0 1 0 0 1 ο ο 1 


ARRIJE 3e D.1 88 Pa rB, 
NH, y He" fg SAM Cu, 点 群 的 表示 Die cokh, inl 
3.4 Bro. 3ΕΙΓ 3 ΥΕΑ ο” XE RId", 21556 
导出 男 一 个 等 价 于 和 工 s 的 表示 。 
E xtd, d,#id, 如 图 
5.1 BCE, 为 了 便 子 比较 ， 


我 们 将 矢量 ex, es fil Θα 也 画 在 
图 上 。 
在 新 的 基 中 , 表示 是 由 检 
验 Cso 的 操作 在 该 基 矢 上 的 效 
应 来 得 出 的 。 
Os 转动 将 使 di 转 到 ds 上 、 i 
da 转 到 ds 上 以 及 ds 转 到 di a: 
上 ,所 以 | | 图 5.1 
j O,d,—0-d,-r1-ds+0.d, 
O, ds=0-d, +0.ds+1.ds 
O,d,=1-d,+0-d,+0-á,s 
Οι ifi 5B PEE DJ, 
ο 1 οι. | 
ο 0 1 | . (5.13) 
i 0 0 


这 种 表示 的 矩阵 列 在 表 5.1i 的 Ts 下 面 。 由 于 六 MT kë A 
个 等 价 表 示 ， 所 以 Xs 的 矩阵 可 用 8 和 dd 两 组 基 芍 相似 变换 来 得 
到 。 | j ἃ uo 
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BE NH 键 的 方向 是 与 es 方向 的 夹 角 为 2， 那 么 从 图 5.1 的 
MAAE P, 我 们 就 可 得 出 ， 
d; = — es sin 0 — es cos ? 


a,- + (es 一 Š e.) sin 0 —es coa 0 
da- $ (e / Be) sin 0 —escos6 (5.14) 


从 (5.14) 式 我 们 可 得 到 . 
e,= (0.d, —d,+ds,)/x/ 3 sin 8 
e,= — (d, +-ds+4,) /3 sin 0 
= — (2d, — d, — dj) /3 sin 0 (5.15) 
若 将 “8 "看 作为 于 的 基 , 而 将 “q 看 作为 " 当 HE, WAER 
矩阵 即 为 l 
0 —i/8e  —2/8s 
A-|—1/4/ 3s —1/8o να] (5.10) 
l/«/8s -—1/83e 1/8: 
XE H Hs = sin 9; e — cos 8 fil (A7) — Ay [A | & 
D, 的 矩阵 DOG) 是 由 T, 的 矩阵 DOR) 用 相似 变换 
AD? (R) AY148265, l 


5.2 表示 的 特征 标 


为 了 建立 一 个 表示 ， 也 可 以 设想 一 个 一 维 的 矢量 空间 。 即 使 
在 一 个 指定 的 矢量 空间 中 ， 基 的 选择 仍然 具有 任意 性 。 已 经 在 
5. 工 节 中 证 明 过 , 随 着 基 的 改变 , 表示 的 组 成 矩阵 也 不 一 样 。 强 调 
等 价 表 示 的 概念 , 下 是 为 了 表明 这 些 不 同 矩 阵 表示 之 间 的 联系 ,至 
此 ， 产 生 了 这 样 一 个 问题 : 在 没有 任何 特定 基 可 殿 参 考 的 情况 下 ， 
通常 是 怎样 来 描写 一 个 表示 的 ? KARESA ERAR AN E 
等 价 表 示 保 持 不 变 呢 ? 基 的 改变 并 不 会 影响 这 些 参数 的 不 变性 。 
. d 


BERNE x CDCR)] 3323825 deos DOR) 相关 联 的 不 
FE, dp DUO - ADO(R) A7 np P AE aE Hh Ut BE, XT 
COUR ΜΑ 4 的 任何 一 个 矩阵 4 来 说 ， 其 不 变量 可 定义 为 
xLAD(R) A], | 

—^r5BEE D Bi We nk R CROCO BS K ΤΕΕ. 32 D 1. 
-- ROS 263R ON du ËJ mx n 矩阵， 那么 其 迹 为 ， 

Sp(D) -- 334, ο (6.18) 
[E X ΠΥ DW 1 -{5 EIU AEDE, 那么 容易 证 明 ， 
Sp(XY)-Sp(Y X) 
若 将 此 结果 应 用 到 矩阵 ADA Ip, 那么 SpCADA7 -Sp(D), 
因此 , 用 和 矩阵 DO (Ry 和 DB) 作为 一 个 群 的 两 个 表示 是 等 价 的 ， 
由 此 得 到 ; 


Sp D? (R) - Sp Do (R) (5.19) 
dE3e 6.1 rh BEAT IRE Γι. zs 和 7s 三 个 表示 矩阵 的 迹 列 在 表 
5.2 L, 它 进 一 步 证 实 表示 特征 标的 不 变性 。 
表 5.2 


些 阵 迹 的 不 变性 是 玫 示 等 价 性 的 一 个 判 据 。 对 于 一 个 群 的 每 
一 个 元 素 R KH, 其 矩阵 卫 (B) 的 迹 值 产 生 一 组 数 , 这 组 数 是 该 表 
示 的 特征 。 从 表 5.3 可 以 看 到 ， 所 有 等 价 表 示 产 生出 相同 的 一 组 
数 。 假 如 表示 是 不 等 价 的 ， 则 其 迹 给 出 一 组 不 同 的 数 。 这 些 数 
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—acrrcr VIP REPRE s r o nm T c πα 
ο... 


Sp D(R), mtis Pe DERRER R BRIER 特征 
18 85 3 x 来 表示 ,而且 
x CR) - 8Sp[DCR)] (5.20) 

-MARURK IDLALJES OO 355 λ}}ΗΣΒΒ 2S, 2 HI 

Y ERMEK, 则 必 有 某 个 群 元 素 F BES E. 
D(X)-D(R?) D(Y) D(R) 

H FDR --DCQOD, sln EXCEL, 

D(X)=D-1(RB) D(Y) DOO , 而 最 终 的 结果 为 : Sp D(X) = 
SpD(Y), Bro 


xDCX) - xD(Y) (5.21) 
为 此 ,将 一 个 群 的 不 同类 的 符 征 标 联 在 一 起 就 称 为 该 点 群 的 “特征 
WE”, WER 5.3 中 所 示 。 

X 5.8 


5.3 TARR.. 


[ΕΒ ΠΒ ΒΕ δ. 1 中 Css 点 群 的 表示 , τί DIIS 
是 方块 对 角 甜 降 ， ΠῚ Δε 却 不 是 。 对 于 如 卫生 这 样 的 一 些 方块 
对 角 和 矩阵 通常 可 写成 如 下 的 形式 
(= D'(R) - 


DR) = | (5.22) 


7” (m l 
MASABE DCB) j& D (8) n (B) 的 直 和 和。 κ 

SON ILAT ΣΤΗΝ DOA D" (18) B EZ GEBEN 
一 个 表示 T 选择 一 组 基 , XX Sa Abo do ER AU AB EE IH ER (0 22) 式 的 
形式 ， ο το μη AA, WUSK 
ERT kk— 4 RIZR, ΠΠ Β: 
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r-r L. Ir (6.28) 

1Ε 3 5. Lip pole D Top, 很 明显 T, 和 Da JERT P ER, ΠΠ T, 
是 不 可 约 的。 倘若 找 不 到 一 个 适当 的 相似 变换 ， 从 而 也 就 不 能 使 
表示 进一步 约 化 ， 那 么 这 种 表示 就 称 为 “不 可 约 的 ”"。 当 一 个 表示 
被 完全 分 解 成 它 的 不 可 约 表示 部 分 时 , 就 可 用 如 下 的 符号 来 表示 ， 

T'a s T; 

在 某 些 约 化 中 ,车 个 别 不 可 约 表 示 多 次 出 现时 , 就 可 用 如 下 的 

形式 来 表示 ， 
T= tnTst+T, 


练习 
D 导出 Cu 群 表示 的 全 部 矩阵 。 
(2) 试 将 De 群 的 13 个 操作 进行 相似 变换 , 并 确定 这 些 操 作 的 排列 。 
(8) 试 证 六 阿 贝 耳 群 的 所 有 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 。 


第 六 章 ”不 可 约 表示 和 和 特征 标 表 


群 表 示 是 处 理 分 子 振动 、 价 键 理论 和 晶体 场 理论 问题 中 的 一 
种 强 有 力 工 具 。 正 交 定 理 是 构成 群 的 不 可 约 表 示 和 抢 阵 元 的 一 个 基 
本 定理 。 这 个 定理 揭示 出 用 群 来 描述 一 个 系统 的 结构 细节 。 


6.1 正 交 定理 
“在 第 ?个 不 可 约 表示 Γι 中 , 假若 与 一 个 操作 召 相 对 应 的 矩阵 
中 第 m% 行 第 nn 列 的 元 素 为 [D1(R)] os, 则 正 交 定理 可 表述 为: 
EUMD. LD R we ndn (6-0 
这 里 的 * 103126 3 BJ 8 Jt 3; AER Br; ! 是 矩阵 的 阶 , 也 就 是 
该 不 可 约 表 示 的 维 数 。” 
方程 66.1T) 包 括 三 种 不 同情 况 ， 
(1) 车 7 和 3 了 是 两 个 不 同 的 不 可 约 表 示 , 因此 3 一 0, 于 是 
SD (R) D G0 1o. 70 (6.2) 
(1) 车 工 ,和 了 是 两 个 没有 区 别 的 不 可 约 表示 , mim 和 
nsn, 因此 Òme =m 一 0, 于 是 
ELDR) Jh LD,02)] ww (6.8) 
Gü) i=j m—m' Ἔτι, 于 是 
ZU GODS [D (B) 1e = [D GR) Jan 7 AR (6.4) 


6.2 不 可 约 表示 及 其 特征 标 
让 我 们 来 考虑 一 个 含有 无 个 元 素 ( 包 括 恒 等 元 素 ) 的 群 9.G 的 
* 本章 原 书 中 一 些 印 镜 的 符号 , 均 已 改正 一 渗 者 注 。 
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5 ΚΠ ΒΤ θε 3RIS EARS, MUERA k OF A 
的 不 可 约 表 示 Pa, Pes, Dy, TRARIA RRR ERA L. 
ls 我们 现在 来 讨论 有 关 不 可 约 家 示 性 质 的 丙 个 重要 定理 。 
定理 工 
群 的 不 可 约 雪 示 的 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 。 
3-5 (6.5) 
此 定理 的 证 明 十 分 兄长, 我 们 不 准备 在 这 里 给 予 证 明 。 
定理 II 
各 个 不 同 不 可 约 表 示 的 特征 标 z 满足 下 面 的 关系 ; 
Z o aRuB) 78, (6.6) 
T9; | | 
ο =v, A j S JOE η. 
得 到 ; 


XD 0031. LDR) ww mune (8.7) 


(6.7) 式 左边 指 的 就 是 DR) 和 DR) fü ΧΗ Ἡ 58 3. GECH H 
m(m=1, 2, AUTE L) & m (πι =l, 2, MERO L) 值 的 全 部 可 能 的 搭配 ， 
并 将 其 结果 进行 求 和 , 我 们 就 可 得 到 ;. 


ls D 
Σ Σ PDR) Jan DR) ww = 


h 4 F 
(hl) 1⁄2 δι > X Gnm 
(6.8) 
BUE XCHORCRUEN MEERA RETR, 我 们 就 可 得 到 
(Sto a1. ($ CD 0915) t G0 (n) 
... ti 我 们 可 得 到 (6.8) 式 的 左边 
为， 
È gi (B) (B) =h öy (6.9) 


推论 : 
. 47 。 


—a ος ο ο... 
— = ae vi... T. ra s 


(i) 不 可 约 表 示 的 特征 标 平方 和 是 归 一 的 ”。 
Dle) =h — (6.10) 
(H) HP84-4SB0J4ç nl 95 SER ΚΗΕΗΕ ΧΕ 29 25 P] UE 
正 交 的 。 


ZUmmGDx(R)-0, — MiivüjHM, : (6.11) 
Gif) 在 一 个 给 定 的 表示 中 《可 约 或 不 可 约 ) ΒΠΒ ICT RIT 38 
操作 和 抵 阵 的 特征 标 是 恒 等 的 \ 见 表 5.2)。 


6.3 应 用 


(i) Oso ΑΡΕΩΣ Oa, σε. σὺ) 
Co, 群 由 四 个 元 素 组 成 ,并 且 每 个 元 素 都 属于 不 同 的 类 。 根 据 


定理 I, 
G++ +H = 4 


ERREA 5-1 1,1, K Om; 群 有 四 个 一 维 的 不 可 
约 表示 。 这 些 表示 的 特征 标 就 是 表示 本 身 。 显 而 易 见 ， 这 些 不 可 
约 表 示 是 一 维 的。 假若 这 些 不 可 约 过 示 不 是 一 维 的 话 ， 如 前 面 定 
理 所 述 , 其 特征 标 可 根据 表示 的 矢量 性 质 计算 出 来 。 

在 四 维 空间 中 , 一 个 合适 的 矢量 将 有 一 个 与 召 相 应 的 分 量 十 
显然 将 有 


πρ ο μμ να 
= 4338458239 SIUS (R) n4, 这 只 有 当 每 个 zi(B) 一 土 1 时 才 
能 成 立 。 为 了 使 剩 下 的 三 个 表示 中 的 每 一 个 都 与 Ts 正 交 [推论 
GD)], 接 方程 (6.11) 的 要 求 必须 有 丙 个 十 1 和 两 个 1。 这 样 就 可 
” 原 书 误 为 正 交 的 ,已 改正 一 一 评 省 注 。 
. 48. 


写 出 Ca, 群 的 特征 标 表 为 ， 
Cz, 的 特征 标 表 


(H) Ceo 点 群 ( 召 、2Cs So,) 
由 于 Os 群 有 三 个 类 , 所 以 不 可 约 宕 示 也 应 有 三 个 。 因 此 
至 十 下 十 下 一 天 一 6 
可 能 的 有 值 将 为 1 和 2。 在 所 有 的 群 中 总 都 有 一 个 一 维 的 表示 ， 
此 表示 的 特征 标 全 都 等 于 工 。 这 也 可 用 公式 人 6. 电 来 证 实 , 即 
gil xiCE) | 十 ga| x1 (O9) | --φε|χ(σ) |* 
=1lxI--2xI-BxE=6 

现在 我 们 来 寻求 zs 一 一 一 个 在 六 维 空间 中 其 特征 标 为 士 1 并 
与 了 1 为 正 交 的 矢量 。 这 个 矢量 的 分 量 必须 由 三 个 十 和 三 个 一 1 
所 组 成 。 因为 x( 召 ) 必 须 永远 为 十 1, 而 x(o) 必 须 为 一 1 所 以 了 3 的 
特征 标 将 是 1 一 1。 

还 有 一 个 表示 是 二 维和 的 。 所 以 zs GE) =2。 而 xs(Os) 及 xs (os) 
可 用 (6.11) 式 来 计算 。 取 一 次 加 和 加 后 , 再 取 一 次 xs 和 χα, 我们 
就 可 得 到 . 

z gx BR) ya CR) 


= g: χι CE) xa CE) + ga χι (Os) xs (Os) +93 ya (Go) χο (Ge) = 0 
BE 1x1*x2--2x1xszga(05)--8x1x ys (Go) = 0 
所 以 
2xs(Oa) +8re (00) = —2. (a) 
a 49. 
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以 网 样 方法 从 23 g, xs (R) ya (R) RE 
f 2xa (Os) 一 3xs(ao) 一 —2 ( b ) 
J. (a) 1 (ὦ) {ΠΤΙ KR H: 
y (O) — —i jH χείσο) =0 
用 这 些 值 我 们 就 可 作出 Cac FERIRE PR Eo 


Cs 的 特征 标 表 


Ts 可 借助 于 公式 (6.10) 来 检验 。 

{11} Oe AREE, Oa, 20,, 200, 203) 

Cu 群 中 有 五 个 类 。 这 样 就 有 五 个 不 可 约 表 示 。 所 以 

B+ 4 B+ =8 

L 唯一 可 能 的 解 是 二 1, 1, 1 和 2。 因 此 对 于 恒 等 操作 来 说 ， 五 
个 不 可 约 宕 示 的 特征 标 将 为 (TD)(B)-1， ρα) =1, 
(T) z (E) —1, (Tx (E) =1 R (10) κι (E) -2。 现 在 我 们 还 须 
D MA ERPI SUBE Γι 的 表示 , 3k 35 71 ΓΗ 
标 均 为 十 1。 稍 经 一 试 这 些 表示 也 就 可 从 直 党 得 到 。 


Cu 的 特征 标 表 


6.4 可 约 表示 和 不 可 约 表示 

当 将 群 论 应 用 到 分 子 振动 问题 中 去 时 ， 可 约 玫 示 与 不 可 约 表 
示 之 间 的 关系 是 极为 重要 的 。 从 5.1 节 中 我 们 已 经 知道 ， 一 个 可 
' 约 表 示 可 借助 于 相似 变换 分 解 为 车 干 个 不 可 约 表示 。 而 不 可 约 表 
示 表 现 为 沿 对 角 线 的 方 据 因子 矩阵 。 我 们 也 已 知道 ， 一 个 矩阵 的 
特征 标 不 会 由 于 任何 的 相似 变换 而 有 所 改变 。 我 们 可 以 写成 

x(R) -2 πι z CR) (6.12) 

xx HU x (R) ἘΞ Te OR] #J πο HON TIRE R JSE PERIERE Fs 而 
n, 327483 IER RT 25 3 3289 2 D oe 78 £8 ἘΠΕ 48 LL W 数 。 
为 了 得 出 这 两 个 表示 之 间 的 关系 ， 可 在 (6.12) 式 的 两 边 都 乘 上 
XtBR), 并 在 每 边 都 对 群 的 全 部 操作 求 和 。 

> z Gud = >> nx, CR) (R = 之 之 tx; (R) y (2) 


对 于 全 部 了 求 和 中 的 每 一 项 来 说 , 我 们 可 从 方程 (6.10) 得 出 ， 
Ery (0) (02) 21 χι(Β)χι(Β) =n Bl 


HT x, CR) ΤΙ n BELGES E EE LAE 29 1E EA Bi, ΠΠ HIS HE BOE 
AFTh 这 样 ,在 对 全 部 j 的 求 和 中 , RAH =j, HERRER 
和 中 才能 保存 下 来 。 在 这 种 情况 下 我 们 得 到 ; 
D κ) κι) =h 
斯 以 
m= (1/1) 2 x COR) (6.13) 

这 样 , 具 需 知道 各 种 特征 标 , 我 们 就 可 从 上 面 的 公式 来 确定 一 个 可 
约 表示 中 第 个 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 。 

对 于 Ον 群 来 说 ， 利 用 不 可 约 表示 Γι. Ta 和 了 ARI S5 3ὲ πὶ 
T, 可 得 出 特征 标 表 如 下 。 

a 51 > 


I II JII IV 


gir, gg 


0E, 


(z, WD (Re, ER) (29— y^, οὐ) (ts, ye) 


8 8 一 2 


To RES v 信 我 们 可 用 人 .483) 式 得 出 : 
m (1/0 [1x 1x 6+-2x1X3+4+8xX1x (—2) ] —2. 
na= (1/6) [1X 1x 6--2x1x8--83x(—1)(—2)]-8 . 
fis (1/6) [1x 2X 6--2x (—1) x $2-8x 0x (—2)] -1 
用 符号 可 写成 : | 
{Σρι 95459 ΓΗ, 3x tn p HF ER AERE XE—3puESR, . 


C$, E 363 3c, 
1 1 1 
1 1 --ι 
1 1 -ι 
1 1  -i 
9 -ι 9 
6 8 —2 


6.5 特征 标 表 

特征 标 玫 将 点 群 与 月 关 的 分 子 对 称 性 联系 起 来 。 在 附录 工 中 ， 
给 出 了 一 些 在 研究 分 子 时 有 用 的 和 较为 重要 的 对 称 帮 的 特征 标 
表 。 现 将 表示 Ca 群 的 特征 标 表 转 抄 于 下 ， 以 便 用 来 说 明 表 中 的 
各 个 区 域 。 
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a nmm ο... 


E πλ — rr mm RR rs a ma a mem 


C, ERE IE 


为 了 说 明 问题 ， 在 6.4 节 中 所 给 出 的 Ow 的 特征 表 人 及 在 上 
面 给 出 的 Os 的 特征 表 (1), 30543 CD, (ID, ΠΠ} 和 (TV) 来 者 
示 的 四 个 区 域 ,在 表 的 首 行 左 角 上 所 给 的 是 点 群 的 圣 弗 利 斯 符号 。 
ERRAND p, 沿 首 行 所 列 的 是 集合 起 来 的 各 个 不 同类 的 群 元 素 。 
各 种 符号 的 含义 说 明 如 下 : 

I. 考察 一 下 Oa 的 特征 标 表 ( 人 参看 6.4 节 ) 我 们 就 可 看 到 ， 在 
Cs 的 列 (I) 下 面 的 不 可 约 天 示 命 名 为 4x、4s 和 妃 。Ouw 的 特征 表 
的 同一 区 域 中 的 B, 也 是 采用 这 种 命名 。 这 种 符号 是 在 1983 年 由 
BAH (Mullikan) 以 一 种 颇 为 任意 的 方式 引入 的 ， 但 至 今 仍旧 使 
用 它们 。 这 些 符 号 的 意义 如 下 ， 

(1) 所 有 一 维 表 示 标记 为 4 或 B; 二 维 表 示 标 记 为 轧 而 三 维 
表示 标记 为 人 或 者 有 时 世 标 记 为 了 。 

(ü) 对 应 于 经 2x/n 的 转动 轴 O, 为 对 称 的 一 维 表 示 ， 即 当 
z(O,) 一 1 时 ,用 4 来 标记 ; 而 反对 称 时 , 即 当 %(Ow) — 18, FH B 
来 标记 。 — ` | i 

(ii) ΕΜΠΙΤΕ ΑἿΠΒ Ej Fir 1 及 2 (SA O,, B) dE RED, 
是 用 来 标志 这 些 表示 对 垂直 于 主轴 的 Cs 轴 为 对 称 的 或 反对 称 的 。 

. HF > 


如 果 分 子 中 没有 Cs Bl, 则 标志 这 些 家 东 对 于 垂直 的 对 称 面 是 对 称 
的 或 是 反对 称 的 。 

Qv) ΑΕ Οἱ 这样 一 种 有 反 演 中 心 的 群 中 ,用 下 标 9(gerad 
在 德 文中 的 意思 是 偶数 ) 加 到 对 于 反 演 为 对 称 的 表示 符号 上 ; 而 用 
"Fs u(ungerad 在 德 文中 的 意思 是 奇数 ) 加 到 对 反 演 为 反对 称 的 
那些 去 示 符 号 上 。 

《Y》 一 撤 和 两 教 分 别 用 来 表示 对 οἱ 来 说 是 对 称 的 和 反对 称 
的 。 

H. fep QD 中, 所 列 的 是 焙 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 。 

TE CHA (TID) 中 , RITARA m yz Ru Ry 及 RB, 六 种 符号 。 前 
面 三 个 符号 表示 坐标 , 而 R 32282 TFR SI PU. Ser dE 
Os 中 三 个 类 操作 的 每 一 个 类 都 用 矩阵 来 表示 一 个 操作 ,这 样 就 能 
对 上 述 的 六 个 符号 提供 清晰 的 说 明 。 从 5.1 节 可 以 看 到 ， 

10 O —1/2 4/3/2 0\/1 0 0 
t 1 Jn — 1⁄2 jJ —1 ] 
001 0 o 1/40 ο 1 
E C; συ 
这 些 矩 阵 都 是 方块 因子 矩阵 ， 所 以 可 以 划分 成 这 样 两 个 不 可 约 性 
z; 


E à Os σι 
"(tS s m s 
o 1"V-4A/8y2 -1/9} 10 —1 " 


这 是 要 特别 注意 的 , 即 在 上 面 所 给 出 的 表示 中 , 基 ; 既 不 与 也 不 
与 y 或 号 它们 两 者 相 混合 。 因 此 > 本 身 基 和 群 的 一 个 独立 表示 。 这 
也 可 从 第 二 个 子 矩 阵 夏 出 , 它 构 成 一 个 依次 可 用 来 表示 的 表示 ; 
E Os σι 
Is (D, (D, eT. 


Sx 


因为 是 绕 2 加 对 称 的 , 它 相 应 于 前 面 我 们 曾 用 过 的 如 来 标记 。 

对 表示 Γι 来 说 ,转动 Cs 的 特征 标 是 一 1。 因 此 它 相应 于 表示 
E, SHETKAR E 与 恒 等 操作 ERR, BEN, z 各 
y 合 在 一 起 就 与 表示 召 有 相同 的 变换 < 

转动 RE E RRRA CHAS, 把 Ca 也 变换 成 它 的 自身 ,但 
使 σι TEAS. MA R EREIN Li - 工 的 表示 的 一 个 基 ， 
因此 它 用 As 来 标记 。 | 

在 区 域 (GV) 中 ,按照 变换 的 性 质 列 出 了 坐标 的 平方 和 二 次 乘 
积 。 例 如 zz 和 yz 一 对 函数 必须 有 和 >.4y 这 一 对 函数 有 相同 的 变 
换 性 质 ,这 是 因为 在 该 群 的 全 部 对 称 操作 作用 下 , x 都 变换 成 它 的 
自身 。 所 以 (zz, gz ) 就 写成 对 应 于 E. 


练习 

1. 水 分 子 的 对 称 操作 为 思 、0s、cwos。 斌 列 出 作用 在 一 个 广义 点 上 的 
变换 矩阵 表示 式 , 并 证 明 ， 

G) Co, —- o5 (1) auoo 一 Ca 及 Gü) (0, -E, 

2， 试 用 下 面 的 特征 标 求 出 ὁ 群 表示 的 不 可 约 分 量 。 


E 8€; ΒΟ 604 660, 
χ 17 = 5 —1 —3 
3， 试 用 下 面 的 特征 标 求 出 Ο... 群 表示 的 不 可 约 分 量 。 
E 205 e. 
x 5 1-r4cosó -1 


第 七 章 ”分 子 振动 及 其 表示 


7.1 引言 

群 论 本 质 上 是 抽象 数学 的 一 个 分 支 ， 其 发 展 并 不 取决 于 任何 
物理 模型 。 在 前 面 的 一 些 章 中 已 经 讨论 过 群 论 可 用 基 矢 作为 表示 
的 基 。 也 可 用 波 函 数 来 作为 表示 的 基 。 最 早 是 由 布 轩 斯 特 
(Brester) (1918 年 ) 将 分 子 的 对 称 性 应 用 到 分 子 的 振动 问题 中 去 。 
维 格 纳 (Wigner) (1939 年 ) 首次 将 群 论 方法 应 用 来 研究 分 子 振 
动 。 、 
在 研究 分 子 振动 时 ， 我 们 考察 的 是 在 分 子平 衡 位 置 附近 核 的 
微小 运动 。 平 衡 构 型 构成 一 个 固定 的 参考 骨架 。 偏 离 平衡 位 置 构 
型 的 变形 ， 在 研究 分 子 振动 中 是 极为 重要 的 。 一 个 分 子 的 给 定 变 
形 可 用 一 些 矢 量 来 描述 ， 这 些 矢量 代表 原子 各 自从 它们 平衡 位 置 
上 的 位 移 。 从 每 个 核 的 平衡 位 置 到 它 在 称 为 2 构 型 中 所 处 的 位 
E, 可 阔 一 个 箭头 来 表示 。 当 将 对 称 操 作 号 作用 到 构 型 X 上 而 产 
ERREA X' 时 ， 这 时 原始 骨架 要 保持 不 变 。 当 睛 帮 时 到 某 
骨架 上 而 使 核 p 转动 或 者 反映 到 核 4 的 位 置 上 时 ， 那 么 在 新 构 型 
X” ri q 所 产生 的 和 位移, 可 由 把 互 作 用 到 描述 X 中 位 移 的 第 头 
上 来 得 到 。 , Xr 

假若 上 面 所 描述 的 是 指 势 能 是 坐标 的 函数 ， 此 坐标 函数 可 把 
JAEN V CX) 与 每 一 种 构 型 X 联系 起 来 。 由 于 势能 是 与 平衡 
位 置 时 分 子 的 崩 架 有 关 ， 因 此 我 们 可 以 预料 此 函数 应 与 同样 也 能 
描述 分 子 对 称 性 的 分 子 点 群 有 简单 的 关系 。 

一 个 振动 分 子 的 混乱 内 部 运动 是 由 许多 相当 简单 的 振动 组 合 
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而 成 的 , 这 些 简 单 的 振动 称 为 简 正 振动 , 它们 基 由 分 子 的 简 正方 式 
据 动 所 产生 的 。 每 个 这 种 简 正方 式 振 动 都 有 其 固有 的 频率 ， 这 种 
频率 称 为 基 频 。 一 个 分 子 的 简 正方 式 可 用 第 个 原子 的 质量 权重 
(mass-weighted) [1 & A^ Fg q, 来 表示 

qi= A; ους (ovrt 4- €) 


Tf Ain Q Wo 
人 一 之 aw qt 这 里 的 an= An E An)? 


群 论 方法 应 用 到 分 子 振动 问题 中 去 是 与 这 样 的 事实 相 联 系 ， 
即 分 子 的 简 正 方式 及 简 正 华 标 有 一 定 的 对 称 性 。 车 将 分 子 中 的 原 
子 人 为 地 看 作 是 眩 寺 时 ， 则 分 子 可 以 有 许多 对 称 元 素 。 然 而 分 子 
中 的 原子 决 不 是 真 的 处 于 静止 状态 ， 因 此 对 称 元 崇 被 认为 是 存在 
于 分 子 的 平衡 构 型 中 。 

在 一 个 给 定 的 分 子 中 ， 有 多 少 个 具有 它们 自己 因 有 频率 的 简 
正方 式 振动 呢 ? 一 个 原子 有 三 个 运动 自由 度 。 在 一 个 由 入 个 原子 
组 成 的 分 子 中 ， 当 交 个 原子 都 在 Χ 方向 上 同时 移动 一 个 相同 的 
距离 时 , 这 就 是 分 子 质心 的 移动 。 这 种 移动 也 可 在 了 和 了 方向 上 
发 生 。 这 就 是 三 个 平 动 自 由 度 。 类 似 地 绕 X Y m Z «titan, 
将 产生 另外 三 个 转动 自由 度 。 因 此 , 振动 自由 度数 将 为 3N — 6, 

对 线 型 分 子 来 说 , 绕 核 轴 的 转动 对 分 于 运动 自由 度 没有 贡献 。 
因此 , 在 一 个 线 型 分 子 中 只 有 两 个 转动 自由 度 , 所 以 一 个 线 型 分 子 
特有 3 一 5 个 振动 自由 度 。 κ 

一 个 分 子 所 具有 的 自由 度数 等 于 完全 确定 其 核 的 位 置 所 需要 
Μαρς. ΜΕΤΑ ΤΜΗΜΑ Bi, 


7.2 分子 的 简 正 方式 . 
三 所 化 硼 、 碳 酸根 离子 及 三 氧化 硫 分 子 属于 Da 点 群 , 这 些 分 
. δα 


ἜΠΗ 3ἑ1ΕἈΒΒΗ ΤΠ IE yki — 5 P 3 l. m BF, 这 是 一 
个 非 线 型 的 四 原子 分 子 , 它 具有 3x4 一 6=6 个 简 正方 式 。BEs 简 
正方 式 的 定性 图 象 如 图 7.1 所 示 。 


Yi( Αι) 
1 
4 
2 2 
τν 
, : 
` pa (E ) (E) 
图 7.1 BF, 的 六 个 简 正 方式 


简 正方 式 有 两 个 重要 的 性 质 ， 

(i) 表示 瞬时 位 移 的 每 一 个 矢量 可 看 作为 是 三 个 基 矢 的 合 
成 矢量 。 : : 
(ü) 每 一 个 简 正方 式 构成 了 一 个 不 可 约 表 示 的 基 。 

从 第 四 和 第 五 章 中 我 们 已 经 知道 ， 可 以 用 许多 种 方法 来 选择 
基 矢 。 但 是 在 分 子 振动 中 只 有 两 种 方法 才 是 有 意义 的 。 | 

在 第 一 个 方法 中 ， 是 在 构成 分 子 的 每 一 个 原子 上 都 坠 有 一 个 


* j ` 


独立 的 竺 卡尔 坐标 系统 。 在 这 种 坐标 系统 中 , ΠΧ Y fn Z $h 
都 放 上 一 个 单位 矢量 。 表 示 第 4 个 原子 的 位 移 矢 量 可 以 写成 位 移 
坐标 xf i, 4 的 矢量 和 。 这 样 , ΒΝ 个 运动 自由 度 就 可 用 3N 个 位 
移 矢 量 的 适当 组 合 来 表示 。 | 

分 解 简 正方 式 位 移 矢 量 的 第 二 个 方法 是 采用 与 分 子 的 内 坐标 
( 即 原 子 间 上 距 及 键 间 角 ) 有 关系 的 基 矢 。 例 如 在 BF, 分 子 中 , 我 们 
就 需要 六 个 内 位 移 矢 量 来 表示 它 的 六 个 简 正 方式 。 我 们 可 以 选择 
三 个 *B 一 F 键 距 的 变化 及 两 个 了 一 B 一 F 角 的 变化 。 第 六 个 内 位 
移 矢 量 可 以 选择 剩 下 的 一 个 F—B—F 角 的 变化 ， 或 者 选择 一 个 
B -下 键 轴 与 分 子平 面 之 间 所 成 角 的 变化 ， 

让 我 们 再 来 考察 简 正方 式 的 另 一 个 重要 人 性质 ， 即 它们 的 对 称 
to B De 群 ( 即 BE 分 子 所 属 的 点 群 ) 的 特征 标 表 一 起 来 仔细 
研究 图 7.1, 就 可 看 出 无 论 是 每 一 个 简 正方 式 还 是 一 对 简 正 方式 ， 
其 变换 本 身 众 好 是 表示 的 特征 标 所 要 求 的 。 很 明显 , 代表 v1 的 一 
组 矢量 属于 Αἱ 表示 。 同 样 明显 的 是 ， 代 表 vs 的 一 组 矢量 使 操作 
Ε. Οἱ 和 wu 不 变 ， 而 使 操作 Os, Ss 和 σι 的 方向 倒转 。 因 此 这 个 振 
动 方式 属于 ΑἹ 表象 。 

νεο 和 vaso 这 两 个 方式 共同 构成 E 的 基 。 便 等 操作 , 则 按 特征 
标的 要 求 把 每 一 个 分 量变 成 为 它 自身 。 

E (ναι) = va T * vas 
E (ναι) 0 vas Ts 
因此 表示 咎 隆 为 【6 1 ) 其 特征 标 为 2。 

三 重 转动 对 ra 和 νον 中 的 任何 一 个 方式 的 效应 , 是 把 该 方式 
变 成 vs。 和 vss 的 线性 组 合 。 这 种 变换 的 形成 可 在 图 7.2 上 得 到 清 
楚 的 说 明 。 因 此 ,操作 Cs 在 vss Ἔνιοι 方式 上 的 变换 矩阵 为 : 

* 此 “三 个 ”二 字 是 译 者 所 加 的 一 一 译 者 注 。 
» 69 。 
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Pse (E?!) Ya lE’) - 
Cs( va) ==— (8/2) Pra —1/ 29s 


pepe 
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ΒΗ 7.2 
—1⁄2 ` 1⁄2' m t 
=. Ad a} 其 特征 标 为 一 1。 


操作 Os 的 变换 如 下 ， | 
Oa (ναι) m 一 ?ao 十 0 txs 
Ca (va) =Ü vg, Tra 
—i 9 . 
; 0-3 ) 特征 标 为 0。 
显而易见 , on 把 vs 的 每 一 个 分 量变 成 为 它 自身 ， 所 以 其 变换 
掉 阵 上 只 有 对 角 元 素 和 工 , 因而 其 特征 标 为 2。 同样 的 理 册 可 以 证 
. 61 >» 


Bj va. E vas 是 属于 五 表示 。 


7.3 简 正 方式 对 称 类 型 的 确定 


对 ΒΕ 分子 简 正方 式 的 讨论 指出 了 确定 任何 其 他 分 子 的 简 正 
方式 数目 和 类 型 的 程序 。 我 们 已 经 看 到 , H N 个 原子 组 成 的 分 子 
的 3N 个 位 称 坐 标 ， 构 成 了 该 分 子 点 群 表示 的 基 。 KERRE 
征 标 就 是 在 这 些 基 矢 上 分 子 对 称 操 作 变 换 矩 阵 的 特征 标 。 由 于 同 
类 中 的 所 有 操作 特征 标 是 相等 的 , 现在 我 们 来 确定 BEs 分子 的 每 
一 类 对 称 操作 中 一 个 对 称 操作 的 特征 标 。 

由 于 恒 等 操 作 使 所 在 原子 保持 不 变 , 所 以 BE, BAS B (o, y, 2) 
之 间 的 变换 矩阵 应 如 下 面 的 图 7.3 所 示 。 

就 oo(z 四 对 称 操作 来 说 , 其 对 称 面 是 通过 原子 工 和 4 此 操作 
的 效应 是 使 和 zs 的 方向 颠倒 ,而 使 z: u: 和 .oa 保持 不 变 。 它 
也 使 原子 2 和 3 的 坐标 相互 对 换 。 操 作 ov 的 变换 矩阵 可 给 出 如 下 。 

操作 召 和 oo 的 变换 矩阵 的 特征 标 ， 就 是 相应 的 特定 操作 在 
可 约 表示 中 的 特征 标 ， 而 这 正 是 我 们 设法 要 得 到 的 特征 标 。 因 而 
恒 等 操作 的 特征 标 为 12, 而 o 的 特征 标 为 2*。 


图 7.3 


” 原 书 误 为 8 已 改正 一 一 译 者 注 。 
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= | | 24 
αἱ To 6| |a 
"ix Tu 
0 0 —1 
M ΕΤΗ 25348 Bic nj PLA IB, 每 一 个 年 阵 都 能 划分 成 16 个 三 
阶 的 方块 。 每 个 矩阵 都 只 有 四 个 非 零 方块 。 对 吾 来 说 所 有 非 零 方 
块 对 可 约束 示 的 特征 标 都 有 贡献 ; 而 对 σι 来 说 只 有 两 个 非 零 方块 
对 特征 标 有 贡献 。 
dz — ἈΚ REE WT 300 4 RR, FRE. IN. 个 非 零 给 阵 的 UN? 
“ΞΕ ΗΠ ΒΕ. YEXPPRERJEBUJEHI F, 车 该 原子 的 位 置 保 持 不 变 ， 
则 其 对 角 方 块 为 非 堆 。 而 且 每 一 个 不 变 的 原子 都 将 在 可 约 表示 的 
对 角 线 上 产生 一 个 相同 的 方志 。 这 样 ,我 们 就 可 表述 或 一 个 法 则 ， 
“一 个 可 约 表 示 的 特征 标 等 于 相应 不 变 原 子 的 3x38 矩阵 的 特 
征 标 弛 上 "这 里 的 mn 是 对 该 操作 来 说 不 变 原子 的 数目 。” 
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对 称 操作 瑟 作 用 在 原子 坐标 基 上 的 表 永 特征 标 x (m), ， 等 于 
χ.(Β) Hutka XER x。《BR) 是 该 操作 作用 在 基 (e: ες 49) 上 的 
由 示 特征 标 ，wm 是 在 特定 操作 下 不 变 的 原子 数目 。 对 称 操作 必用 
在 基 (e1.ea.es) 上 的 变换 矩阵 的 特征 标 列举 在 表 7.1 上 。. 

对 于 ΒΡῈ 的 值 等 操作 来 说 ， 可 约 表 示 的 特征 标 为 4x3=12, 
而 σο 的 特征 标 为 2x1=2。 这样, 对 于 BF, 的 可 约 表示 就 可 给 出 
dn 7.2 所 示 。 

家?. 并 对称 操作 作用 在 “e” 基 上 的 变换 矩阵 的 特征 标 


κ # m | ΝΕΕΣ 


角度 LEG | 操作 * S9 
1--2c0s (2a1e/n) Sk —1-4-2c08 (πλ, η) 
260 8 σ 1: 
180 ; —8' 
120, 240 -2 
90, 270 ; -1: 
72, 288 14800912” 8L 84 —1+Š cos 72 
60, 300 2 8i, 88 o 
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由 于 每 一 类 只 列 出 一 个 操作 ， 因 此 在 x (9) 行 中 给 出 的 特征 
标 并 不 能 构成 一 个 表示 。 但 是 若 对 每 个 特征 标 再 乘 上 此 类 中 的 元 
素数 目 g, 应 用 Da 群 的 特征 标 考 , 表示 就 可 用 来 作为 约 化 之 用 ,并 
» bá ΠῚ 


将 (6.13) 式 稿 加 改变 就 可 入 化 为 ; ΤῊ 
m= (1/8) 3 gx (B) Q3) (7.1) 


这 里 的 n 为 在 读 分 子 的 可 的 表示 中 第 i ARTARRAI ὅς 
数 。 此 式 也 称 为 约 化 公式 。 应 用 Da 的 特征 标 表 (家 7.8)，BFs 分 
子 的 可 约 开 示 可 分 自生 成 , 并 在 表 7.4 上 给 出 。 


RTB Da 的 特征 标 表 
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Xx 7.4 BP 分 子 可 约 表示 的 生成 0007 


h=. E ασε 0 vh 885. — 30, | Pox (B)x (R), f 
gix (B) 12 0 -ᾱ. 4 —4 . 8 
Xam 1 1,1 1 1 1 | 

(XOD)x400)0 13 0 —8 4 -ᾱ 8 e 7d 
xa (B J ατα. 1 dE 

S4O00xa4 12 0 6 4 —A4 $ jB xd 
xs) 2 —1 2 —1 o f 

ο ο... 9 0 8 £ °. 36 . 3. 
χα 1 1 K zx) =l =i 

exGD)xas0) 13 0 -ᾱ --ᾱ 4 —6 0 0 
X (ER) 1 1 -1 -1 —1 

qxODxuG) ` 12 0 —4 4 6 24 2 
χα” (E) 2 —1 0 -2 πα 

gix (E)xe (E) 54 ο. 0 -8 -- 0 . 12 ,; 1 

. ΠῚ 


Bš ik, Bi A RBS mI ΑΗ EO RIEF SAGE. 
T= Αἱ +A, ARE' 15241183" (7.2) 
借助 于 有 关 的 特征 标 表 ， 可 以 有 效 地 从 表示 中 分 离 出 乎 动 和 
ΚΙ, 至 于 那些 是 属于 平 动 ， 那些 是 属于 转动 , ΠΠ BE H IX 
右边 的 列 中 得 出 。 对 于 Ds 群 来 说 有 如 下 的 关系 ， 
A^ X A. - B, B- (z, y); 
ΑΠ... Alez 及 EUR, R 
因此 , 分 子 绕 z 轴 转 动 属于 45, Tú 6 ο 和 4 轴 转 动 属于 E", 
分 子 在 ”和 4 方向 上 的 平 动 属于 吾 , 而 在 “方向 上 的 平 动 属 于 As, 
这 样 , BEs 分 子 的 转动 和 平 动 生成 表示 为 


Γκ Ay+ E" + A2 4- E' (7.2) 
所 以 其 振动 生成 表示 为 ， | 
Γεν = AY +2E + A] (7.3) 


7.4 内 坐标 和 简 正 方式 


我 们 在 前 面 一 节 已 经 看 到 ， 简 正方 式 可 表达 为 原子 坐标 的 矢 
量 和 。 内 位 移 坐 标 也 可 以 用 来 措 述 简 正方 式 。 内 坐标 能 给 出 一 个 
分 子 振动 的 实际 物理 图 象 。 内 坐标 也 能 提供 键 的 伸缩 和 弯曲 是 怎 
样 对 分 子 留 象 及 其 简 正 方式 作出 贡献 的 有 关 知 识 。 

描写 分 子 所 有 振动 形式 的 内 坐标 可 分 为 六 种 不 同 的 类 型 。 

(Ὁ 键 的 伸缩 一 一 44。 这 个 坐标 对 于 化 学 工作 者 来 说 是 特别 
有 音义 的 , 因为 它 有 助 于 阐明 化 学 键 的 性 质 。 

(2) RE ARE sl) ο η. 
角 的 变化 。 

(8) 播 摆 一 一 (0 。 播 摆 坐 标 是 弯曲 坐标 的 一 种 特殊 情 襄 ， 
这 里 在 它 的 平衡 构 型 中 所 讨论 的 角 是 1803: 

(4) 手动 一 pw。 其 定义 为 一 个 键 与 该 分 子 的 一 个 平面 之 间 
. 66. 
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x RFE, 

(B) 扭转 一 一 rz。 其 定义 为 两 个 平面 间 夹 角 的 变化 。 

(6) 偏离 平面 的 变形 一 一 wx。 偏 离 平 面 变 形 的 对 称 性 可 被 一 
个 原子 运动 所 破坏 。 例 如 在 BE, 分 子 中 , 中 心 原子 B 的 运动 破坏 
T σι 的 对 称 性 。 

内 坐标 矢量 可 以 用 来 作为 一 个 点 群 表示 的 基 。 对 称 操作 可 按 
以 下 方式 来 影响 内 坐标 。 

对 称 操作 可 以 使 坐标 不 变 而 改变 它 的 正人 负 号 ; 或 者 它 能 使 与 
另 一 个 化 学 符号 交换 众 标 。 我 们 已 经 知道 ， 只 有 当 举 标 不 变 时 才 
能 在 表示 的 对 角 线 上 产生 非 零 的 子 罕 阵 ,从 而 对 特征 标 作 出 贡献 。 
例如 , 车 在 一 个 分 子 中 , 对 一 个 对 称 操作 来 说 其 内 坐标 dd, 和 d; 
保持 不 变 , MHR KERER A, 
Ad 1 o| X A, 
na É 1 -5]5) 


dd dez 


a. 
变换 矩阵 的 特征 标 等 于 不 变 坐 标的 数目 。 

一 组 坐标 或 者 是 它们 自身 之 辣 的 置换 ， 或 者 是 对 于 群 的 全 部 
对 称 操 作 来 说 保持 不 变 ， 都 称 为 一 
个 "对称 性 等 价 集 "。 三 个 内 平移 
坐标 .47"(3 一 外 就 是 对 称 性 等 价 集 
f-—^4 |. =A A BJ 35 Bh AE SR 
5(FBF) 构 成 男 一 个 等 价 集 ， 而 偏 
LES LAE 则 本 身 构成 一 个 独立 
HR, 


rp a pr e .,. 


对 多 性 等 价 集 的 一 个 很 有 用 的 性 质 是 一 个 集 的 坐标 不 能 与 另 
一 个 集 的 坐标 相交 换 。 因 此 ,假若 基 矢 是 以 每 一 个 集 的 坐标 排列 在 
一 起 的 形式 来 划分 , 那 末 变换 矩阵 也 是 以 同样 的 方式 来 划分 。 3 
示 的 特征 标 就 等 于 非 零 对 角 和 矩阵 的 特征 标 之 和 。BEs 分 子 的 内 坐 
标 表示 在 图 7.4 上。 


O3 μπε B pe dn F Boon. 
Ad, 010 Ad, 
Add 001 0 0 Ada 
` Ad 100 ! Ads 
O}. | δαὶ» | 一 010 Bons 
δα», ο 10 Q 1 0 | Gaga 
TAM 10 O 9051 
m” o | 0 | pup σ 
σι 的 变换 矩阵 如 下 所 示 ; 
αλ [100 \ f ads 
dd 010 0 0 Ada 
Ad, 0 0 1 pn^ 
G4 δαιο i 100 δαια 
dobs 0 ο 1 O 0 Oa 
605; 0 0 1 9031 
στ΄ ù 0 —1 w 


所 有 操作 的 变换 矩阵 都 有 对 角 方 块 因子 的 形 A H BBs 分 子 的 
内 坐标 所 生成 的 表示 , 仅 取 每 个 类 中 的 一 个 操作 列 在 表 7.5 上 。 
H m, di (da, Ads. Ads. oas. δαφα, δαρι. s) HS ^E JÑ. 3 ZR 为 
24, +2E' -A3 κ | 
$2410, 28 AG, ET I8] 9 2 T 2E VLA (2; y, s) ΜΕ 成 表示 
是 委 十 2 再 十 . 禾 ( 和 参看 7.3 式 )。 内 位 移 汲 标 表示 中 多 出 一 个 Αι, 
. 68 » 


E GO Ca σι 8 c, 
A δ My. 3 0 1 3 0 1 AE 
Čai daw  ὅδαφι 8 0 1 8 0 1 a+ E 
x 1 1 -ι --1 一 工 1 EH 


这 就 几 须 加 以 解释 。 

内 坐标 的 基 由 七 个 元 素 组 成 , 即 三 个 距离 .三 个 角 以 及 一 个 偏 
闹 平 面 次 形 。 而 此 分 子 只 有 六 种 简 正 振动 方式 。 三 个 角 中 只 有 两 
个 角 是 独立 的 , 三 个 角 不 能 在 一 个 闭合 操作 中 同时 增加 。 基 (os. 
aas, δαρι) 的 生成 表示 为 4 十 召 。 若 三 个 角 全 部 同时 以 相同 的 量 
增加 , 这 种 运动 将 有 A, 的 对 称 类 型 。 因 此 , 这 种 运动 显然 是 不 可 
能 的 。 在 以 角 为 基 的 Αἱ 表示 作为 多 余 而 必须 被 丢弃 掉 。 当 多 余 
的 坐标 表示 被 除去 后 ， 坐 标 (o, y, 分 和 内 位 移 坐 标 两 者 就 生成 相 
MAER: Αἱ ΘΒ 1-45. 
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8.1 对 称 坐 标 


要 建立 力 常 数 和 振动 频 宁 之 间 的 关系 ， 邵 使 是 对 于 简单 的 分 
子 来 说 也 是 很 麻烦 的 ,除非 是 最 恰当 地 利用 该 分 子 的 对 称 性 。 δὲ 
如 葵 分 子 的 振动 问题 包括 30 个 坐标 ,其 解 需要 30x30 的 行列 
式 。 另 一 方 夯 , 假若 我 们 利用 葵 分 子 前 对 称 性 , 那么 行列 式 因 子 就 
可 分 解 成 一 些 较 小 的 行列 式 。 利 用 对 称 性 来 建立 一 个 分 子 的 动能 
和 势能 的 表达 式 时 ， 要 消 掉 表达 式 中 的 一 些 交叉 项 (Cross term), 
当 这 种 吉 式 是 用 对 称 坐标 来 描写 时 ， 这 样 做 是 可 能 的 。 对 称 坐 标 
是 第 卡 尔 坐 标 或 者 是 内 位 移 举 标的 正 交 归 一 的 线性 组 合 。 这 种 组 
合 是 以 它们 构成 了 该 分 子 点 群 的 不 可 约 表示 基 的 形式 来 表现 。 
假若 内 坐标 Ad, 下 为 对 称 坐 标 s; 之 和 ,而 每 一 个 对 称 爸 标 是 
该 群 不 可 约束 示 D, 的 一 个 基 , XX HE 
4d. — Ὁ 8; (8.1) 


着 该 群 只 含有 -一 维 表示 ， 那 么 该 表示 本 身 就 是 它 的 特征 祭 。 对 称 : 
操作 R 对 dds 的 效应 为 


R 4d, Ὁ Rs, (8.2) 
3:5, 是 一 个 非 简 并 的 不 可 约 表 示 D, 的 基 , 因此 
Rs= x, CR)s; (8.8). 
所 以 
Rd 一 之 x; (R)s; (8.4) 
K 


—M——— + ep 


z (R) E dd = > x (B) z /(R)s; (8.5) 
对 群 的 全 部 对 称 操作 进行 加 和 , 我 们 就 可 得 到 : 
Zx (R)R A-Z D a(R) χι (48) s= Zh 9e sj 8 (8.6) 
所 以 
8 = G/A D x (R) R Ad, (8.7) 


由 于 R 作用 在 Ad. 上 产生 了 4d, FÆ R Ad, 项 等 于 坐标 dd, 
因此 ， 方 程 (8.7) 提 供 了 一 个 将 对 称 坐 标 s; 表示 成 内 坐标 的 一 种 
线性 组 合 的 途径 , MERA: 

$= Uy 4i (8.8) 


元 素 Uy 是 用 δά, EE (S.T) ΠΗ 5 Ad, 时 得 出 的 ， 这 样 我 们 就 
193). 

8=U Ad (8.9) 
这 里 的 U 是 一 个 方 阵 。 可 以 证 明 : 上 的 行 和 列 都 是 能 归 一 - 化 的 ， 
所 以 U 是 正 交 的 。 


8.2 投影 算 符 


ο DUI BUR IU HU OR ARER 
对 称 坐 标的 一 般 方法 。 | DEN 
—T"".- 2 
个 2 3k. h 阶 群 的 第 i 个 不 可 约 表 示 的 一 组 基 。 对 于 此 群 中 的 每 
一 个 算 符 来 说 , 我们 可 定义 
Rfi=E AUD). (8.10) 
这 里 的 EDi(B)]。 BARTS ç TIS BE ZUR RE RB 2: 0 38 
ο μμ ον S 
就 得 到 : 
"d « 


(MA S A w... υ--. 


o0 [D GD, Rfi X fi LDR) e LDR) Jee 
=D [D))412,0015. 23 (8.11) 


LERURA- ANH LEM, Ἡ ΒΟΡΑ ç RIAR 
示 中 算 符 ΕΙ Εμ. E, ΗΕΣΣΙΗ- EH 


P DR) 1a D]ie = gy δω δν δν (8.19) 
将 (8.12) 式 代 到 (8.11) 式 的 右边 ， awasi, 

> [D, Gn Rf: = diy δη δεν {77 > 8 
当 3 一 M, 上 式 就 可 简化 成 — 


DDAR) e Bfe AAD fiðyðw (8.18) 

我 们 现在 引入 一 个 新 符号 
ο B — — (8.15 
并 把 (8.18) 式 写 为 A 
(p) ev fi — Jf δῷ δεν (8.15) 


SU (p) we 称 为 投影 算 符 。 它 可 以 作用 于 任意 锋 数 内 上 ;而 且 只 
有 当 此 函数 不 包含 形 项 ( 即 t= 时 ， 投影 算 符 的 结果 才 不 为 
=, το ον S 就 应 是 它 的 “投影 ”， 而 其 余 的 项 
WERA. BERNA | | 
200 efef (8.16) 
而 当 z=Y 时 , 则 > 

(pp ή κ (8.17) 
Jr (8. 7) 意 味 着 算 符 (py) vv 把 fi AER -:] xL 中 投影 出 
来 。 : 
因此, 利用 基于 5 45938 5685688 56 SN p, 我 们 就 可 生 
m 4 AAT ZA RR B 588: PR 3C 


«72 « 


————— E e T 


24 5'—i BN, 从 (8,14) 式 我 们 有 
(PD) ew = A/h) > [D, (RT, B (8.18) 


如 车 我 们 将 上 式 的 每 一 边 都 对 全 部 UC 值 进行 加 和 , 就 可 得 刘 
(p) - > (pi) sw = C/A) 2 > [D, 15, R 


(8.19) 式 中 聘 去 (5/5) 项 , 可 使 投影 算 符 更 为 简化 ， 因 为 此 因子 的 
绝对 值 可 用 归 一 化 方法 来 估算 。 如 果 只 是 为 了 定性 的 目的 , 则 此 
归 一 化 常数 也 可 删 去 。 这 样 | 

(5) - 3:02) 8 (8.20) 


8.3 应 用 


将 投影 算 符 应 用 到 生成 坐标 中 去 能 产生 出 对 称 坐标 。 

(i) BF, 分子 (Dss Ε 203, 80a, Gy. 285, ὅσν) 

体系 的 内 位 移 上 坐标 为 伸缩 坐标 Ada, Ada, Ads 和 弯曲 坐标 
δα. Boss, δααι, 而 这 两 组 举 标 都 生成 相同 的 表示 : ALLE (LE 
7.5)。 由 于 这 些 坐 标 只 生成 两 类 表示 ,投影 算 符 可 单独 应 用 到 这 
些 表 示 上 。 而 应 用 到 其 他 表示 上 只 能 得 到 零 的 结果 。 其 计算 列表 
如 下 : 


xXx 8.1 
Dg a Οἱ C$ Οἳ Oh 81 EH σ, C. σι 
R di Abh Ad Ah diy Ada ddi Ala Aq; dds dda da 
x UO 1 1 .1 1 1 1 1 1 111 1 
xw (R) 2 1 — 00 02 -1 —10 0 0 


Ὁ ya, DR ds = Ad, + Ada + Ad, + Ad, + Ad + Ads 
í 46 r : 


OS ε 


+ dd + Ads + Ad, -+ dd, + A4ds+ Ada 
--4 (41 + Zdg 4- Ada); 
2) xe (R) R Al, —2 Ad, — Ads — 4ds-- 24d, — Ada — As 
—2(2 4d, — dda — Ads) ο 
删 去 数字 系数 并 将 内 坐标 归 一 化 ， 我 们 就 可 得 到 相应 于 投影 算 符 
的 对 称 华 标 . 
(Pa) 一 31 = “τ (Adi + Adat- Ada) — (8.21) 


(2p) =S = T (2 Ad; — Adis — Ads) (8.22) 
-对 于 非 简 并 的 表示 类 来 说 , 可 明显 地 看 出 , HR fE E, Οἱ OI 
者 能 产生 全 部 坐标 du, Ads 和 Ada; 而 不 论 是 选择 4 如 还 是 选 
f da TE2E JR, Ae ly, 都 可 得 到 相同 的 结果 。 
当 采 用 的 坐标 属于 E" 类 时 ,就 必须 考虑 表示 的 简 并 度 。 简 并 
表示 的 基 应 该 是 一 对 坐标 的 线性 组 合 。 我 们 可 用 Ads πὲ Ads fE 
F E 的 生成 坐标 来 建立 对 称誉 标 如 下 表 所 未 ; 


3 8.2 
Dy, E ο ο ο ο 6} σ δι 8 σ, e; συ’ 
pu Jd, Διὶ Aj Ad; Ah Ah Ada Δὲ; Ah Ah Adi Ad 
xx (R 2 -1 -1 0 0 0 2 -1 -ᾱ 0 0 O 


之 zx (2) R dda = 2 dda— Ada — Ad +2 4d — Ada — Adı 


—2(— 4d, 4-2 43 — Adz) —535 . 
同样 ,车 取 Ads 作为 生成 坐标 ,我 们 得 到 
之 x= (48) Β Ad, = 2(— 4d, — dda +2 443) = se 
so 十 sa 的 线性 组 合 等 于 一 ss， 这 是 没有 任意 义 的 , 但 sse 一 sa 
组 合 经 归 一 化 后 为 ; 
(ps) --.ᾱ--1/ (2 (Ads — dda) (8.23) 


弯曲 坐标 bss 按照 与 Adi 相同 的 方法 变换 。 其 对 称 坐 标 为 : 


偏离 平面 坐标 w 已 经 是 一 个 对 称 坐 
标 。 完 全 的 过 第 阵 表示 在 下 页 上 。 

(ú) = fü EJE Bg XY, 分 子 

E 20$, 3o.) 

HARE BB M = A SE EE. δαὶ. 
Ads. Ads 和 三 个 键 间 角 的 变化 : 
90s, 0055, 8031, NAER rp A 
一 个 坐标 生成 表示 为 ALES, H 
三 角 锥 形 分 子 所 产生 的 对 称 坐标 
能 更 好 地 理解 简 闪 型 表示 。 如 


(Gas: 


图 8.1 所 示 。 

1 1 1 
ρα Ve T 
š a En! —1 0 

ΤΝ JE VE Ve 
1 css 
a M eum Ὁ 
1 
& — — 
^ 0 0 0 J3 
9 
5 ----- 
| 0 0 0 0 
xd ο 0 ο ο 


为 了 建立 对 称 坐 标 分 步 计 算 如 下 : 在 表 8.8 上 。 


(pg) --δε-- 1/4/ 6 (28045 — 835 — Bag) 


(pai) =s, = 1/^/ B (Sos + ass {-δααι) 


(De) =sa=1/x/ 2 (Bug — δαρι) 


(8.24) 


« 78 = 


ZA Q + 0 + 0 dag ag taga =a g (4) 7X < 
Qoo Nu) — = 


tege στης $5506 σας ἔτας Fag teag aT 
Dn =a 99ç — 79, 99. 
eer ties 0 + 0 + 0 -t*'6p— *gg— ogg -ogy Gr) “x Š 
3g — s+ 99 ”se tigo go Wao “q Τρρ too E299 aT 


Lrs 


(po — 559 — aeg) Q + ο + 0 Ro —Tou = y (g) sx X 


11g 99-7199 199-199-7199. = "o q (A) Yx K 
Tegg προ mog HEJ Syg lpg 6roQ or 


Cregg ολ 


0 +0 + Oo + my pr — spp z (q)sx Ç 


=a 9: 
ων πο“ i ty "py Ww w w w 9pp a 


Ep = οὓς - Db wg . 
ANIMS 0t 0-60 py pp pg= pu (D 32 < 


Iz Top πο oy y y. Spy g 


6g— κε S++ "es | °g 


0+ 0 十 0 + tp; — tp —"ppg = op sr (D 8X Ç 


9 
(pg “ορ — wwe) 一 一 
0 0 0 =” 证 一 -总 Qux 
py + pr twp) ic. s fpg --Upy + pp + °p + y + Jpy = er y (m) rx £ 
I G ES OD. OU GDTX. 
sf — Efl ο tp tpp ερ "op py Iy y 
e) ^n ορ £0 t5 a 6} 


. 26 。 


We ΑΧ EM RET 8 ORB W2EGU n F, 

A, t= Q/N 8) (Ad: + Ada i Ada) 
` s= (1/8 ) (80,5 1-δθον 23-0041) 
38 — (1/v 6 ) (24d, — dda — Ada) 
δα 一 (1/4/ 9) (Ads — Ads) 


E. 8ᾱ-- (1/9 6 ) (280.5 — 8834 — 8641) 
8g = (1/9 2) (8055 — 8051) (5.25). 
8.4 选择 定 则 


分 子 光谱 线 的 强度 是 出 分子 在 两 个 能 套间 跃迁 的 几 府 所 决 
定 。 很 容易 证 明 ， 信 一 个 较 高 态 “i” 自 发 迅速 牙 迁 到 一 个 较 
REI” 的 几率 A 与 发 射出 光子 的 频率 zw 有 关 ( 证 明 可 见 : 
«Molecular Vibrations, Wilson, Decius and Cross. pp. 38, 


McGraw-Hill Book Oo. New York), 


4 4,8 
yr za AL. | DI? 


这 里 的 | Mul? = | Me) u + LOL | l Me) yl? 
吸收 系数 等 于 诱导 发 射 系数 , ΕΙ Bu = B, = (8/3 | CM) u|*, 而 
| (Mu f J M dx (8.26) | 

这 里 的 M. yT MB αγ Bts 峭 为 由 下 标 所 指 状态 的 波 函 数 。 
对 于 一 个 给 定 i->j EKD (Μου. Mu 及 Mu 

都 等于零， 则 这 样 的 跃迁 无 论 是 在 发 射 还 是 在 吸收 光谱 中 都 不 会 

产生 谱 线 。 说 呐 跃 迁 为 允许 或 是 禁 阻 的 定 则 , 称 为 选择 定 则 。 
假若 所 研究 的 是 红外 光谱 ,就 必须 考虑 偶 授 的 变化 。 分 子 的 

(E E z SET D es rao XX HL Bi) 6 为 下 点 的 电荷 ”, 而 7 为 从 固定 在 


分 子 上 的 某 一 适当 誉 标 系 出 发 至 天 点 的 矢量 距 。 红 外 有 妈 迁 的 强度 
” 原 书 误 为 在 质量 点 2 E, 巴 改 正 ~ 一 - 译 者 注 。 
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正比 于 


E Gum E |S adde |? (8.27) 
WB (Raman) ERER IRETE HE ΗΕ kok a 和 矩阵 元 的 平方 ,部 
|S ψὲ (ο) s de |" (8.28) 
这 里 的 asa 为 对 称 的 极 化 率 张 量 。 


根据 以 上 的 论述 ， 我 们 可 以 归纳 出 在 红外 和 喇 螺 发 射 光谱 中 
关于 基 谱 波 活性 的 定 则 如 下 。 

(i) 红外 吸收 

著 分 子 的 简 正方 式 与 各 钉 卡尔 坐标 中 前 任 得 一 个 有 相同 的 表 
示 , 则 在 吸收 时 其 基 谐 方式 将 为 红外 活性 。 

Gi) 喇 曼 光谱 中 的 发 射 

菩 分 子 所 包含 的 简 正 方式 与 该 分 子 极 化 率 张 量 的 一 个 或 几 个 
分 量 上 其 有 相同 的 表示 , MHEAN V XE JE ΠΗ Ἐξ ὑπ ΚΞ ο 

ATAARE, 乘积 ψίμοψ, 要 求 完全 对 称 ， 并 生根 据 前 
三 所 述 的 法 则 (i), 两 个 能 态 的 波 函 数 要 求 属于 该 群 的 表示 。 因 此 ， 
BRE u 的 分 若 也 应 属于 该 群 的 表示 并 与 该 群 的 表示 一 样 变换 。 
在 这 里 ,我 们 可 以 用 烛 应 表示 的 一 组 特征 标 来 代替 办 jo i， 从 而 
得 到 积 χι x, xo 这 里 的 “Xx” 为 入 应 的 特征 标 。 

TE On xa xp χι, 即 等 于 总 对 称 寂 示 的 特征 标 , 则 (8.26) 式 的 
积分 为 非 零 , 因而 态 “4” 和 “79 之 闻 的 牙 迁 是 允许 的 。 反 之 ,车 其 积 
得 不 到 总 对 称 表 未 的 特征 标 , 则 (8.26) 式 的 积分 为 零 , 因而 至 少 对 
于 ne 的 一 个 分 量 来 说 其 相应 的 跃迁 是 禁 阻 的 。 这 是 绝对 必 变 的 ， 
即 对 us 的 所 有 分 量 来 说 , 将 力求 使 并 且 也 能 够 使 (8.26) 式 积分 对 
某 些 分 量 为 零 , 而 对 另 一 些 分 晤 为 非 零 。 

车 对 称 操作 的 效应 是 使 体系 的 鬼 型 改变 符号 , 则 乘积 du D; 也 
改变 符号 。 若 将 积分 时 με dry de 作 为 一 个 整体 在 该 对 称 操作 作 
用 下 必须 保持 不 变 , 那么 如 就 必 将 改变 符号 。 因 此 我 们 可 以 概括 
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地 说 : ΣΕΝ ΤΗΕ R ERT, 车 pe 与 该 体系 的 乔 亚 坐 
标 有 相同 的 特征 标 , 则 积分 必 有 非 零 值 。 

就 对 发 射 或 者 吸收 光谱 来 说 ， 分 子 的 两 个 状态 之 问 那 些 简 正 
AES i fo VERA EET] UO n 

回答 这 个 问题 在 于 在 各 个 对 称 操 作 作用 下 ， 能 和 否 找到 如 局 一 
组 特定 简 正 坐标 一 样 变换 的 记 的 适当 线性 组 合 。 这 个 问题 也 与 根 
据 一 个 参考 点 群 来 找 出 多 重 分 量 µε Hy ou 使 之 成 为 不 可 约 集 的 
方法 一 样 。 

车 以 为 简 正 坐标 , 而 2.9.2 y RA An, 则 : 


Q Tı 
Qa . Yı 
oj ` 
Tn 

: Y» 
Qay Zn 


这 里 的 (2 是 一 个 3Vx83N 的 变换 矩阵 。 由 此 可 容易 地 从 3N 个 
笛 卡 尔 坐 标记 定义 的 可 约 表示 (多 第 七 章 ) 中 计算 出 一 个 操作 的 特 
征 标 。 假 如 该 对 称 操 作 是 把 原子 从 位 置 2p 变 到 位 置 q, 那么 
«Ro, — amy b Yp tH ezp 

出 于 该 原子 改变 了 位 置 ,所 以 此 操作 对 特征 标的 贡献 为 零 。 同 样 
地 由 Ya 和 zo 所 产生 的 特征 标 也 为 零 。 假 车 在 操作 呈 作 用 下 ,第 gq 
个 原子 的 位 置 不 变 , 那么 我 们 就 有 

R tam 2; C03 db — Yasin $ -2,-0 

Te = 24 Sin pH yaos pHga O 

Rze= me 0-+-g s 0+-z (+ 1 
M EB 4156 SET 8Η Ἐκ πὴ hu ἘΕΊΕ ΡΠ 1--2 cos, 而 非 真 转 
ZNRÉETRAS—1-2cosó. ΕΙ, 1 ΤΗ EAR Mb Br AE CEA A 
可 约 表 示 求 说 , 操作 五 的 特征 标 为 U >( +1 +2 cos $), 这 里 的 Ur 是 
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在 议 谋 作 中 不 变 原 子 的 数目 。 

我 们 可 用 下 而 的 关系 式 ( 方 程 6.13) 来 求 出 m fé (ΒΡΕ ΠΑΝ 
表示 中 所 包 舍 的 不 可 约 表 示 出 现 的 次 数 )， 

m= OP 9 Xu (R) u GR) 

这 里 的 矿 是 点 群 的 阶 ; 而 复合 特征 标 为 : 

X, —Un( +1-r2cosd) 
x 为 群 的 第 个 不 可 约 表 示 中 操作 及 的 特征 标 。 

作为 一 个 整体 , 此 mm 应 包括 有 关 平 动 、 转动 和 振动 的 简 正 方 
Ao APEH, 对 应 于 平 动 为 ( 土 L 十 2 cog 只), 而 对 应 于 由 转动 产生 
δῦ κ $6231 24 (10-2 cos), 而 非 眉 转动 为 (一 2 cosp), RERNE 
可 写成 : 

edu (R) =Ur(+1+2 oos d); εχω CR) = +1+2 cos ó 


及 rtu (B) =1--2cosd 
因此 ožu CR) = rx (R) — x, (R) — z, (RD) 
这 样 ,对 于 真 转动 来 说 : 
wu 一 Te 人 十 2oo08 由 ) — (1--2c08 9) — (14-2 cos $) f 
= (Ux—2) (I +2 cosp) | (8.29) 
TX E 8565318, 
ožu (19) = Un(—14-2e08 $) — ( —1--20084) ~ (1.-- 2908 Φ) 
-Uks(—1-r2 cos $) (8.30) 
n= (/}} 3 gi U g — 2) (1.1-2005φ)χι(Θ) (8.81) 
(用 于 真 转动 ) 
m= (1/4) DUaA—1+200s φ)χι(Β) (8.82) 
I (用 于 非 真 转动 ) 
因 兹 基 谐 方式 数 是 由 约 化 公式 得 出 的 ; 
m= Q/8) Σ) gi H (R)x (R) (8.88) 
这 里 的 | 
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H (B) = (Ua—2) (1-2 con 只， 用 于 真 转动 
H (489) =Ur(— 1+2 c08), 用 于 非 真 转动 
39 T 48 BEES ν, Ενα HARRAREN, 就 需要 构成 具有 
BRR b, 和 央 的 振动 类 型 的 特征 标 直 积 。 某 些 组 合 型 的 约 化 
公式 为 : 
m= (A/A) δὶ σι Χν GO χα (R) x O) (8.84) 
HUY T A 855285 ψι 9] ψ, RO ΚΕ ΒΤ S DELE AI ΞΕ ΒΚ ΒΒ EX R3 μι 
现 与 否 , 是 取决 于 积分 了 由 αὐ; de 是 否 为 零 , 式 中 的 a 是 与 分 子 极 
化 率 有 关 的 对 称 张 量 的 分 量 avs、asy、assaoy Ora 及 Oys 的 线性 组 
£, 现在 的 问题 是 , 把 寻找 什么 样 的 简 正 方式 可 以 产生 三 癌 谱 线 
的 问题 ， 简 化 为 寻找 在 对 称 操作 作用 下 极 化 率 变换 的 各 分 其 的 适 
当 线 性 组 合 问 题 。、 这 里 特别 要 考虑 到 简 正 坐 标的 作用 。 这 就 需 概 
在 由 极 化 率 的 六 个 张 量 分 量 构成 的 基 所 确定 的 表示 中 ， 求 出 操作 
召 的 特征 标 值 。 
BA Bos E, 而 变换 矩阵 为 Tr, 那 末 偶 极 矩 —aE, 而 该 
变换 等 价 于 μ’--τμ kE =FE, 
w =T u= Fa B =a B =g RE (8.35) 
ΒΗ. μ- τα RE, 局 样 地 a= R aR R a = Re Rt, 
由 于 a 的 特征 标 是 不 变 的 ， 所 以 Ῥλαυτ- ΣΙ ou 
对 于 包括 绕 z 轴 转 动 的 一 个 给 定 的 操作 召 来 说 ， 极 化 率 分 量 
的 变换 特征 标 为 : 
y, (R) = T2, HT iyt T5. (Tos Tyyt Toy T νο) 
+ (Tse Toast T Tor) OV Tuer Tu T) 
— cos? ᾧ + cos p +i + (cos? $ — sin? $) + cos ó + cos $ 
—2cos (XE 1--2c089) 
—2 4-9 cos $--2 0082 $ (8.86) 
kE oc rp t a OS 
n= (AB sOk2owd-2c24)n(R) (8.81) 
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第 九 章 ”振动 频率 和 力 常 数 


9.1 久 期 方程 


计算 一 个 分 子 振动 频率 的 直接 方法 是 用 它 的 坐标 写 出 该 分 子 
的 势能 和 动能 ， 并 按 一 般 教 科 书 中 所 描述 的 根据 质点 动力 学 的 党 
规 方法 来 得 出 该 分 子 的 简 正方 式 。( 参 看 : Wittaker and Watson, 
"Analytical Dynamics of Particles.”1952， 第 七 章 。) 即使 是 对 于 
简单 的 分 子 来 说 , 这 种 方法 也 是 很 麻 类 的 。 

威 耳 还 (Wilson) 的 群 论 方法 ， 更 合适 的 称 之 为 FG Ei, 
此 法 可 简化 计算 步骤 ， 并 且 能 更 好 地 领会 和 加 深 对 比如 键 长 和 键 
间 角 这 些 结构 参数 的 理解 。 正 矩阵 与 分 子 的 势能 相关 , Wi G 4B BE 
是 与 分 子 的 动能 相关 。 

如 果 原 子 的 振动 为 谐振 动 , 那 末 分 子 的 势能 矿 可 写成 : 

2V -- δ) fa Ad, Ady (9.1) 


这 里 的 Ad, 和 Ad, 为 内 坐标 的 改变 ; fa 为 力 常 数 。 例 如 funCd dad)” 
项 就 表示 一 个 键 伸 缩 或 者 一 个 键 角 弯曲 的 势能 。 
也 可 以 用 如 下 的 对 称 坐 标 来 表示 势能 
2V BPs (9.2) 


这 里 的 名 ;还 是 力 常 数 ， 然 而 它 是 与 用 对 称誉 标 8 和 st 来 描写 的 
振动 相对 应 。 

力 常 数 fw 用 来 阐明 力 场 和 分 子 的 物理 构 型 是 有 意义 的 - 若 用 
fw 来 表示 Pi, 由 于 它 能 按 对 称 性 因子 分 解 ,而 使 求解 久 期 方程 变 得 
容易 的 多 。(9.1) 和 (9.2) 两 个 势能 方程 可 用 矩阵 符号 来 表示 。 这 样 
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oy -d'fd-s Fs (9.3) 
Ad, 是 列 矩 阵 d μη 5638: 5 是 列 矩 阵 8 的 元 素 ; ΤΙ d' 和 8 是 相应 
WIER, ET s- Ud R d= Us, 因此 
s'Fs-d'fd —s'(UfU^)s, 
因此 我 们 得 到 ， 
F=UfU™ (9.4) 
F&—43N—6 阶 的 对 称 方 阵 。 
G 矩阵 可 用 与 矩阵 类 似 的 步骤 米 建造 , 从 而 我 们 得 到 
G -.UsU' (9.85) 
这 星 的 G Ἐπ fE nu y NE E, 

对 于 分 子 谐振 动 的 久 期 方程 , RURBDBABPE FR G ibis CPE 
RK MYT SA “Molecular Vibrations by Wilson, Decius 
and Cross, 1955, McGraw-Hill Book Co. Ino.), AMATE BJ JE 
3X 


(GF - E2.| = 0 (9.6) 
REW E k ΥΜΕ, 而 
À = im? pv (9.7) 


这 里 的 νι EP £ ASI 3EJr sN AU REIR, 

由 它们 组 合 构 成 五 矩阵 元 的 力 常 数 了 ， 上 其 值 是 很 关键 的 。 这 
些 悄 的 适当 组 合 可 描绘 出 该 分 子 中 的 力 场 。 从 理论 上 说 , WIB A 
期 方程 (9.6) 从 振动 频率 将 这 些 常 数 计 筑 出 来 。 对 于 较为 简单 的 
分 了 来 说 , 这 样 的 计算 是 实际 上 可 行 的 。 对 复杂 分 子 来 说 , 在 这 个 
意义 上 说 步 又 正好 相反 , 则 先 假定 这 些 力 常数 和 建立 了 ,G 58 Eg, 
然 面 从 久 期 方程 来 计算 出 振动 频率 。 可 以 采用 一 组 个 是 唯一 
的 力 常数 , 但 玉 和 矩阵 元 必须 是 唯一 的 。 这 可 用 下 面 的 方法 米 
证 明 。 

” 原 书 中 所 有 也 ' 3 U 的 位 置 均 印 异 , 已 改正 一 一 泽 者 注 。 
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E S Άρη tba— F 56 3648 2 B 2) EBE, M E ISTHRETI TES IE ΑΕ 
k Q TERE FA L3 23:2 
S-LQ 
这 里 的 变换 矩阵 也 Ἢ. 
LFL-A X LL-G 
五 矩阵 元 可 用 下 面 一 组 齐 次 线性 方程 来 定义 ， 
| IGF—,E|L,—0 (9.8) 
η ΠΙΕΡ ΕΕΣ ΙΧ, Εις 竺 阵 元 是 唯一 的 。 
BREG 是 唯一 的 ,五 总 是 唯一 的 , 因此 下 必须 是 唯一 和 


9.2 举例 说 明 

用 于 计算 OX Y, 分 子 (图 9.1) 力 常数 的 FG 和 矩阵 法 的 细节 
演算 如 下 ， 

OQXsYs a 分子 的 荡 频 数目 ， 如 果 没 有 属于 不 同 的 不 可 约 玫 示 ， 
则 可 用 (8.88) 式 来 给 出 ,而 H (REEERE 9.1 中 计算 出 
来 。 这 样 我 们 就 得 出 

I$5-44,4-4434-2B4-4- 2B, 

«d o 


- — - w n. ..... — - 


表 9.1 CBE XA x.(R)18 


2 cos ó 
=+1+ 2 cos g 
29 
2 cos 2 
. B+2 cos $ + 2 cos 2b 


ὃς ο tó o 5 F 3 5 
D Co το το CO πὶ b Ὁ 


REP FE ERAS T 2 26 o PI 41 PE A E o rh BJ ΥΕΝ 
Rf A. 244622 (8.81). (8.82) & (8.86) 183} ἑΓ7}26}4 {8 fe VE ΚΠ 
BT A. Aa E, TW δὲ ΠΕ} BJ fo VEEKXEIPUT. 841 Bs + As+- Bs, 

键 距 O— K = x, iLE F k. ΒΕ 4} GE ER F; (X 
图 9.1) 

Z X40 Χα-αι ZYiCYsa-f Z X10Y173 
XV Ya =60; ZXsCYs: =o, Z X80 Ys—d, 
采用 投影 算 符 , 我 们 就 可 得 出 各 对 称 坐 标的 形式 为 : 


84— G/N 2 ) (di 十 dx3) 
F 2E 3 (1/2) (Ag: + AJ) 
` | |= G/A/2) (δα-- δβ) 
s| = (1/4/12) [ίδα-- 80-1- 8c +8$ —2 (8e — 88)] 


As. αι-- (1/2) [(ὃσ--δϕ) — (δσ-1-δθγ] 


λα üt ———Á —À———— ———— M M — - 0€ 


re -- 


| & = a 2) (Aæ ss Ata) 
1: 


s= G/2) [(δγ +ëc)— (36+80)] 


| 8 — αν 3) (dy, — Aus) 


s = (1/2) [ (8y +88) — (8o +p) ] 
属于 不 同 表示 的 U 矩阵 能 容易 地 写 出。 对 于 Αι Kik, 只 能 


有 这 样 的 年 阵 , 如 在 下 一 页 上 所 示 。 
l//2 0 
1⁄2 0 
0 1/42 
0 1/43 
parmi 20 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 


0 0 

0 0 

0 0 

0 0 
l//9 -—-—9'19 
一 AAA -—9/412 
0 1/4/13 
0 1/4/12 
0 1/4/13 
0 1/4/13 


HUP F-ufu, 所 以 对 于 所 计 论 例子 中 的 于 矩阵 如 表 9.2 上 
Bion, 是 以 势能 冰 数 的 系数 形式 来 表示 的 。 
最 后 应 该 建立 G 和 矩阵。 应 用 由 过 锡 斯 (Deeius) 所 采用 的 符 
3 (Decius J. O., J. Chem. Phys.,1948, 16, 1025), 写 出 相应 于 F 
矩阵 元 的 G EE, GTR G 矩阵 也 采用 方块 对 角 线 
形式 , 如 在 方块 形式 中 所 指出 的 有 如 下 关系 ， 


G—UgU-!= 


«δ. 


(G), 


一 -一 -一 


(G) an, 


(G) 3B, 


i 
ης 
τη 


£ 
4 
-le 


ZIME BIAT EY^/T 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


E 
r9, 


| 
EL 
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| 
IE 


M” - 
τῷ 
> 


li -|4 2| F 
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AEE E τὰ ολ... 
ΕΤ 


Â Z\E ñ 
et (Le T8 eg 
SI OI/P η hm he 
= (9) 
T -) £ e 
-一 十 一 s 5... Sr ος 
T τ; ες g 
ñ ΖΛ, £ £ £ 
+) wE Απ. ο Ὁ. 
G: τ’ EM z 2: 2 
σΊ//ς- ο 0 0 Ü 
Ἕλ'τ- EA/T 0 0 0 0 


ετ/»/τ ττλ/ς- 
0 
0 
0 


0 ϱ — g^/t ZANT ο o | 
0 0 0 ο g/l ZNI 
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练习 

CD 运用 投影 算 符 , 写 出 水分 子 的 对 称 坐 标 。 

(3) 写 出 反 式 NaCl (psi Sides, 3oR Hp LA] RIDE 886 HE ἐδ RTT 29 36 
7ο 

(9) MEANN) JR —r- gu PERSE TELA, Αλ ΒΒΡΙΕΗΒΒΕ 
此 分 子 的 振动 频率 。 
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第 十 章 ή. ZR ΙΒ 
群 和 点 阵 振动 


10.1 引言 


一 个 晶体 可 以 看 作为 是 由 一 群 原子 、 分 子 或 离子 固定 在 一 个 
指定 骨架 的 每 个 阵 点 上 的 结果 。 这 样 一 种 结构 的 对 称 性 , 作为 一 
个 整体 是 由 选择 来 作为 复制 这 种 结构 的 烙 的 对 称 性 所 决定 的 。 一 
般 说 来 , 点 阵 这 个 词 是 表示 一 种 排列 , 在 这 种 排列 中 位 于 每 个 阵 点 
上 只 有 一 个 原子 。 假 如 在 每 一 个 阵 点 上 放置 一 组 原子 或 原子 “ 基 ”, 
这 样 记 形 成 的 结构 就 称 为 晶体 结构 。 在 结构 和 构图 中 , 各 个 “ 基 ” 
原子 必须 是 完全 等 同 的 。 

测定 基体 点 阵 振动 频率 的 步 又 通常 是 与 测定 分 子 振动 频率 的 
方法 相 类 似 的 。 如 在 分 子 振动 中 一 洋 , 简 正 方式 可 根据 晶体 点 群 的 
不 可 约 表 示 来 分 类 。 对 称 举 标 可 为 简化 久 期 方程 的 解 提供 方便 。 

与 分 子 振动 的 情况 不 同 ,晶体 本 身 存在 着 两 个 新 的 因素 , 在 确 
定 晶体 的 振动 参数 时 , BAZ BAREAK, KERRE CO) ik 
中 存在 着 相当 大 数 景 的 原子 ; 及 (让 要 引入 平移 对 称 性 。 事 实 上 , 
平移 对 称 算 符 通常 是 不 能 与 转动 及 反映 的 对 称 算 符 相交 换 和 的 ， 从 
而 增加 了 问题 的 复杂 性 。 


10.2 空间 群 和 平移 于 群 


如 曾 在 第 二 章 中 所 提 及 的 ， 晶 体 的 全 部 对 称 元 素 集 合 一 一 转 
动 、 反 映 , 平移 .螺旋 转动 及 滑 珍 面 反映 构成 了 一 个 空间 群 。 就 蝇 
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体 来 说 , 总 共有 230 个 空间 群 。 

一 个 空间 群 的 算 符 一 般 可 写成 { 忆 | 甘 的 形式 , 这 种 形式 是 一 种 
常规 的 标记 , 它 表 示 在 转动 操作 已 之 后 继 之 以 平移 操作 t xx RE, 
EHH {RREN TEE wow 则 κ 

g = Rø+ t (10.1) 
ΘΕΣ Ti B Ag S SERE Bp E CE [6T 36 E 
示 。 这 里 的 0 E— 48 SEE EU E 

是 恒 等 算 符 。 因 此 恒 等 操作 写成 
(E 0), 

fur —- = BJPEBUJWI 4° SE TT. 
{R | GERI GS | TTE BE TE FH E — + 
任意 的 位 矢 4 上 ,我 们 得 到 

Riy+y 及 Ya=Rayıtta 
所 以 ya= Ra Ray + Hat, tta 
因此 相继 操作 的 结果 可 写成 ， 
(R[T) g = {Ra] ts} OX |) y = (Rs R] F0) y (10.2) 
省 略 掉 运 算 对 彰 y, 我 们 就 可 写成 : 
{Rata} {Bi 11) = {Rs Βι| Rs titta} 
操作 {RR| 旭 的 逆 表 示 为 {B| 旭 怀 。 在 递 操作 作用 下 ， 
y = Ry +t 
y= ERG - R t 


所 以 
{RI -R I} — (RIO 7 (10.3) 
力学 中 的 定理 阐明 “ 任 一 给 定 的 刚体 绕 一 个 特定 轴 的 转动 ， 
可 由 绕 任 一 别 的 一 个 平行 输 作 同样 的 转动 ， 再 继 之 以 使 该 物体 作 
适当 平移 至 终点 来 完成 。 
上 面 定 理 的 一 般 形 式 , 可 以 采用 相似 变换 来 表达 。 这 种 一 般 
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形式 在 晶体 动力 学 研究 中 经 常 采 用 。 

若 鼠 是 空间 群 中 相对 于 晶体 中 某 特 定点 的 一 个 转动 。 那 Z 
绕 通 过 与 原点 距离 为 鼠 的 一 个 点 的 另 一 平行 轴 的 转动 已 ,可 表示 
如 下 ， | | 

{E|} H{R]OHE |r} 

= {E|} HRE | Bl) = (E3| — E! t) (BE |Rt'} 

= (E! RE|E71 Ri - E747) = (R| Rt 1) 

{9818 G&Rt —t' =t ip) (10.4) 
倘若 注意 到 (10.4) 式 是 在 一 般 情况 下 得 出 的 , ΜΗ R θε! DL XI dE 
真 转动 。 此 外 , 在 晶体 中 涉及 平移 的 这 些 点 的 选择 是 可 以 任意 的 。 

容易 看 到 ,平移 形成 了 空间 群 了 的 一 个 子 群 了 了。 单纯 平移 算 
符 { 玉 | 了 T} 的 相似 变换 为 
{BIBIT}HRI = {ET} (10.5) 
(10.5) 式 表明 , 子 群 {五 |T} 是 不 变 的。 由 于 平移 算 符 是 可 对 易 的 ， 
因此 其 子 群 为 阿 贝 耳 群 , 并 有 一 个 一 维 的 表示 。 在 子 群 中 出 现 的 
平移 了 了 是 该 子 群 的 初 基 平移 。 | 
T =n. tyt natst sts . (10.6) 
由 矢量 TT 所 定义 的 一 组 终点 称 为 点 阵 , 因此 点 阵 是 一 种 三 维 的 、 朋 
规则 的 类 似 于 网 状 的 结构 。 


10.3 HM 
在 一 个 平面 的 网 格 中 ， 从 任 一 阵 点 到 下 一 个 阵 点 的 距离 为 寡 
基 平 移 。 相 同方 向 上 这 个 距离 的 两 倍 就 是 第 三 个 点 所 处 的 位 置 ， 
以 此 类 推 。 当 三 个 独立 的 初 基 平 移 的 长 度 和 方向 均 为 已 知 时 ,点 
阵 也 就 被 确定 了 。 从 同一 点 出 发 的 在 三 个 不 同方 向 上 的 三 个 这 样 
的 平移 , 勾 划 出 一 个 晶 胞 。 一 个 唱 胞 的 内 部 结构 可 看 作 是 由 原子 、 
e 91 ». 
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分 子 或 离子 按 不 同方 式 排列 而 构成 ， 每 一 种 排列 方式 都 形成 一 种 
内 部 结构 。 晶 胞 群 克 可 出 包括 空间 群 的 全 部 成 员 , 根据 基本 的 初 
基 平 移 所 约 化 来 定义 。 虽 然 芝 群 的 全 部 操作 是 包括 在 工 群 中 , 但 
不 能 构成 它 的 子 群 , 这 是 由 于 引进 了 一 些 附 加 的 对 称 元 鞭 , 如 螺旋 
轴 及 涓 移 面 的 缘故 。 因 此 唱 胞 群 是 相应 于 该 点 阵 平 移 子 群 的 空间 
群 的 商 群 。 商 群 能 将 晶 胞 内 原子 及 分 子 的 运动 进行 分 类 ,经 过 这 
样 的 分 类 后 平移 运动 就 可 完全 被 除去 , 或 者 如 一 般 认 为 的 : 对 于 平 
移 对 称 操作 来 说 , 振动 是 不 变 的 。 因此 除去 平移 运动 后 的 那些 运 
动 是 晶体 中 原子 及 分 子 的 真 振动 。 

在 一 个 晶 胞 中 的 分 子 有 一 个 " 格 点 " 群 ， 它 不 但 是 分 子 点 群 而 
HEEN ἀπ βὲ ΛΙ ΒΗ͂ Γ io 
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点 群 是 量 体 对 称 操 作 的 集合 ， 并 使 这 些 对 称 操作 处 于 固定 的 
点 上 。 从 前 面 讨论 已 清楚 ; 基 的 点 群 也 必定 是 其 伴生 点 阵 的 点 群 。 
在 结晶 的 固体 中 只 允许 有 82 种 点 群 。 点 群 表 已 列 在 表 2.8 Eo 

晶体 只 可 能 有 14 种 不 同 的 点 的 平行 六 面体 网 络 , 称 之 为 布 嘲 
菲 点 阵 。 布 喇 非 点 和 阵 可 由 选择 一 个 基本 的 初 基 平 移 特 定 集 、 一 个 
任意 的 原点 以 及 对 于 全 部 整数 7%、ns.ma… 位 于 了 上 的 生成 点 来 产 
生 。 在 布 响 非 点 阵 中 全 部 阵 点 都 是 等 价 的 。 布 喇 非 点 阵 必 定 有 和 与 
它 的 基 辣 样 多 的 点 对 称 性 。 对 于 一 个 给 定 的 帅 体 来 说 , 除 由 它 的 
布 量 菲 点 阵 所 规定 者 外 ,不 能 再 有 其 他 的 平移 对 称 性 。 痪 官 之 , 只 
能 有 二 种 基本 不 同类 型 的 平移 对 称 性 。 相 应 于 一 些 转动 和 反映 
BAP ANIERE E T MERR RER BR o MEP 
章 中 所 述 的 共有 七 个 品系 。 七 个 晶体 系统 及 对 于 每 一 个 系统 的 布 
ΠΗ 3Ε κε βεβΚΡ Po 在 这 里 ,晶体 的 蝇 系 是 按 对 称 性 增加 的 顺序 
36 ΔΕΝ ο 
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1. ΞΉΧΙΕΕΗ 

对 每 一 个 唱 胞 来 说 a By K ἐιπείφτίᾳ, XER — 种 布 
E] 3E X PES 
2. 单 斜 对 称 性 

ΧΙ 8 — 4 BÀ ELSE Ui a — y —m/2, Ba fiy titus 4 PERI 


dg BI 3E X PESE ERE 10.3 Eo 
EL Z] ο, 
A um 


à» 
图 10.2 普通 最 胞 (三 名) 图 10,3 (a) 简单 单身 (5) 底 心 单 余 
3. 正 交 对 称 性 | 
HFEA α-- 8— y —m/2; titats $ DURER 
非 点 阵 表 示 在 图 10.4 上 。 


BI 10.4 
(α) [6 ἐβ ΠΕ3Σ Σα ΚΘ; (CD 底 心 正 交 ) (0) 体 心 正 交 ; (πι IEEE E Χα 


4. MAHE 
WS 4 RR a= 8=y=m/2, t= 15-14, APAR WJ 
非 点 阵 表 示 在 图 10.5 Ες 
. 03 


图 10.5 (a) 简单 四 方 ; DOLNA 
δ. 三 方 对 称 性 
XT i — + ña ΙΙ x Uie—B-—y-Ts/2-2nx/3; h = t= t H 
有 一 种 布 喇 非 点 阵 考 示 在 图 10.6 上 。 


图 10.6 三 方 品 胞 10.7 Ai 
6. A7 x 
对 于 每 一 个 量 胞 来 说 wx 一 月 一 /2， y = 22/9; fa m is, 1155 Ea, 
只 有 一 种 布 喇 菲 点 阵 , Je Añ ae R TERI 10.7 上 。 
7. 立方 对 称 性 


对 于 每 一 个 晶 移 来 说 a= 8— y —7 0/2; a= AE Ph t 
Wi 3E < PERS ἐξ Ba eN TEB 10.8 Eo 


(a) 


10.8 (a) WK NAE (Ὁ Ας EBE (ο) LLD a 
ὁ ΟΦ κ 


MM oom s 


10.5 晶体 点 群 κ 


从 (40.3) 节 中 我 们 已 知道 ,在 一 体 的 一 个 广义 点 上 , 其 对 称 操 
作 是 包括 和 平移 相 结合 的 操作 在 内 。 若 略 去 平移 操作 ,由 每 一 个 
点 是 与 一 组 点 操作 相连 系 , 而 这 组 点 操作 构成 一 个 群 。 对 于 蝇 打 
中 的 所 有 点 来 说 ,情况 都 是 相同 的 。 这 就 有 可 能 发 现 一 个 唯一 的 
点 群 , 几 此 点 群 来 对 整个 咒 体 作出 局 部 的 描述 。 这 种 点 群 就 称 为 
结晶 学 点 群 。 从 对 称 性 来 考虑 , 只 允许 有 32 种 这 种 结晶 学 点 群 。 
这 种 群 是 系统 的 一 个 子 群 ， 也 可 以 是 较 低 对 称 狂 的 其 他 系统 的 一 
个 子 群 。 但 是 ,假若 ( 巧 这 种 结晶 学 点 群 古 该 系统 的 一 个 子 群 ; 及 
(让 这 种 结晶 学 点 群 不 包括 在 一 个 较 低 对 称 性 的 系统 中 , 那 末 习 
惯 上 就 把 蜡 类 看 作为 与 晶 系 有 关 。 这 个 准则 使 得 晶 系 与 在 第 (2.3) 
节 中 所 给 出 的 类 之 间 发 生 联 系 。 


10.6 在 晶体 振动 中 的 应 用 


如 前 所 述 ,在 一 个 晶体 的 晶 胞 中 的 分 子 存在 一 个 格 点 群 , Έ BE 
是 分 子 点 群 又 是 结晶 学 点 群 的 子 群 ， 而 且 此 格 点 群 是 与 这 两 个 
点 群 同 构 的 。 为 了 理解 晶体 中 的 振动 , 了 解 群 与 它 的 子 群 之 问 
的 相互 关系 一 一 相关 定理 一 一 是 极为 重要 的 。 这 个 定理 可 令 述 为 

“一 个 群 的 不 可 约 表示 的 任何 基 也 是 群 移 任何 子 群 表示 (不 一 
定 是 不 可 约 表示 ) 的 基 。”( 此 定理 的 证 明 可 见 .“Moleoular Vibra- 
tion” by Wilson, Decius and Cross, McGraw-Hill & Co., 1955), 
我 们 将 在 下 面 的 两 种 情况 中 来 阐明 满足 此 定理 的 应 用 。 

设想 有 这 样 一 种 情 膏 ,车 BO 中 的 一 个 氯 原 子 被 ”OI 原子 
所 取代 。 由 于 分 子 中 同位 素 振 子 的 改变 , 将 引起 分 子 的 对 称 性 有 
一 些小 的 变化 。 这 种 微 扰 使 B*Cl 分 子 的 Da 对 称 群 降低 到 其 子 
BF Cs, 也 就 是 新 分 子 BO 的 对 称 群 。 比 较 这 些 点 群 的 特征 标 
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d, 就 能 建立 群 和 它 的 子 群 之 癌 的 关系 。Os 的 特征 标 表 列 在 6.3 
din, "iD 的 特征 标 表 转 抄 丁 下 ， 并 指出 其 相当 的 Cs 表示 。 


Da, 利 Cas 琴 个 点 群 之 间 的 急 关 图 表述 于 下 ; 

当 将 相关 定理 应 用 到 上 明 栖 中 去 时 ， 显 示 出 所 研究 的 这 两 个 点 
D, C, 和 群 的 生成 表示 发 全 了 变化 。 群 论 方法 并 不 能 
给 我 们 用 来 确定 分 子 及 其 晶体 周围 介质 偏离 
分 子 点 对 称 性 的 程度 。 当 这 种 偏离 是 小 的 时 
候 ， 分 子 光 谱 表 明 它 们 的 频率 并 没有 发 生 和 任 
何 位 移 。 当 这 种 偏离 梢 当 大 和 岂 ， 如 由 相关 图 
所 表明 的 ， 常 常 可 由 出 现 禁 阻 带 来 指出 选择 
定 则 的 改变 。 例 如 有 具有 Ts 对 称 性 的 四 面体 
XY, 分子 的 As 伸缩 振动 在 喇 曼 光 谱 中 是 活 
性 的 ; 但 这 种 振动 在 Co, H, TW EN SE 
谱 或 是 在 红外 光谱 中 都 是 活性 的 。 


Cy δι Ta δι 
En A E a 
B, B 4; 
E, £ E A+B 
A, B Ti AME 
B, A ` Τα B+ E 
E, E 


. 96 . 


再 举 一 个 基体 的 例子 来 说 明 。 BRE Oa WO, d Ik N + Cas 
空间 群 。X- 射 线 的 研究 已 经 证 明 , 在 每 一 个 唱 胞 中 有 两 个 WO: 
单元 。 虽 然 分 离 的 WO, PLS Τε 的 对 称 性 , 但 每 个 WW 原子 却 位 
T S 对称 性 的 格 点 上 。 这 些 点 群 的 相关 表 如 下 所 示 。 


ERS RE HREN πὶ 8, Ca 
分 子 点 群 之 间 的 相关 图 表示 如 4 4, 
F: E Be 

取 单 个 四 面体 的 简 正 坐 p E, 
标 来 分 析 ， WO. 单元 生成 了 < τ Ας 
Αν Β-Γ 27 Ej Ic SEED EH | " 
BE δ, ΔΕΠ 2 4+3B+2E, 
由 于 一 个 晶 胞 中 有 两 个 WO, E. 


单元 , 所 以 在 δι 中 由 两 个 单元 生成 的 表示 为 44 十 6 召 十 4 盏 .与 量 
胞 群 的 关系 如 下 ， 
24— A;,+B,, 2B— A-B; 28—— E, +F, 
P µη q WO, 单元 在 它们 的 振动 中 生成 如 下 的 表示 ， 
 2A,+3B,+2E,+3A4,+2B,+2E,, 

在 晶体 中 分 子 的 振动 如 若 (i) 晶体 的 空间 群 ;, Gi) 原子 的 格 点 
群 以 及 (iii) 分 子 的 数目 都 是 知道 的 话 , RUE EC dr e n] DUE AIRE d 
胞 内 各 种 分 子 振动 的 相互 砚 合 会 产生 出 这 样 一 种 振动 ， 这 种 振动 
有 相当 于 该 晶体 点 群 操作 的 对 称 性 。 就 QaWOs 来 说 ， 分 子 是 千 
结晶 学 点 群 的 反 演 操作 来 联系 的 。 晤 胞 中 分 子 的 相互 作用 尚 没有 
很 好 地 被 了 解 。 当 这 种 相互 作用 的 结果 被 正确 观察 到 时 , 就 被 认 
为 是 “ 衫 关 场 分 型 。” 

必须 注意 : 贺 体 的 裂 开 或 选择 定 则 的 改变 , 通常 是 由 于 分 子 与 
其 周 寻 介质 的 静电 相互 作用 所 引起 的 。 显而易见 ， 在 离子 型 物质 
中 这 种 效应 是 强烈 的 , 而 在 有 机 物 分 子 中 这 种 效应 孝 要 小 得 多 。 由 
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曾经 被 波 托 CPorto) PII FHE (Beott) ΧΙ 1] (Phys. Rev., 167, 
716, 1967), JaWO, 中 的 CW 一 0) 是 属于 了 a 中 的 了 了 表示 振动 ,而 
且 由 于 对 称 性 从 Ts 降低 到 Ca, 从 而 在 它 的 喇 曼 光谱 中 这 个 谱 带 
WAARA TIS CAL) «Τ98(4/) «888 (B, RI 197 (E) 这样 四 条 谱 
T. 
由 晶 胞 中 的 点 阵 、 分 子 及 原子 的 振动 和 彼此 有 关 的 振动 对 分 
子 内 部 尺寸 都 不 会 有 任何 影响 。 如 果 一 个 晶 胞 中 有 六 个 原子 , 则 
归于 基 频 方式 的 振动 将 有 BN 个 。 这 BN 个 振动 并 不 是 全 部 属于 
分 子 的 内 部 振动 。 其 中 的 一 些 是 由 点 阵 振动 所 产生 的 。 便 如 在 多 
酸 钙 品 胞 中 有 36 个 振动 方式 , 其 中 有 18 个 属于 内 部 振动 ， 丽 男 
18 个 属于 点 阵 振动 。 
点 阵 振动 可 在 约 为 200cm 习 的 低频 数 重 级 内 被 观测 到 。 点 
阵 皖 动 可 用 间 晶 型 取代 物 技术 用 实验 方法 来 识别 和 分 离 。 设 想 一 
+ AX Rik, 其 中 义 是 一 个 有 许多 原子 所 组 成 的 原子 团 。 当 和 
被 一 个 较 重 的 原子 替代 时 , 晶体 的 结构 仍 保持 不 变 , 这 些 点 阵 振动 
主要 是 由 原子 A 的 运动 所 引起 ,因此 谱 线 将 向 低频 方向 位 移 。 
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一 些 重要 对 称 群 的 特征 标 表 
1. 无 轴 群 
σι E 
4 1 
e 
E , 42, 2, my 
= gs, mg 
1 Re, By, B, a3, 42, a, αὐ, LE, yz 
m zm, y, ? 
2. C, $£ 
C3 E Ca 
4 i 1 g, E, ai, 42 ϱ), οὐ 
B 1 -1 >, Ys Ers Ry yz, me 
C, Ε € Q Y -exp(2oi/3) 
4 1 1 1 z, E, moda A 
1 * 
f - : } (m, 10; (R,, By) (8—1, xw); (ye, se) 
G EB Gs Ca (3 
A 1 1 1 1 ο, R; σὴ μ3, δῦ 
B 1 一 工 1 —1 z2— 1, my 
i $ 一 1 —4 
ls --ὁ = d (z, y); ολα, Ey) (ys, me) 
Cs E Os ae (8 e 


m Ei = 
(a, v); (Re, Ay) (yz, 15) 


2 一 112 
> στ) (22—32, 2y) 


3. D, ΒΕ 


D B Co ο (O 

4 1 1 | 1 22, y), 22 

δι 1 1 —1 —1 z, R, uy 

Bs 1 sI 1 —1 1, Ry koi 

E 1 = —1 1 2, By yg 

Ds di Pen ος 

ΔΙ 1 E! 1 gy. 8) 

δα 1 1 一 二 Ë, R; 

E 2 -1 0 (z, y); (En Ry) (32 —i2, zy); (zz, y2) 
4. C, BE 

Cos, ER Ca σι (ae) e. (yg) 

E 1 1 1 1 g 和 

4α 1 1 —1 —1 Re æy 

£1 1 -ι 1 -ι >, Hy me 

Ba 1 —1 —1 1 Y, Re ye 


A 1 ioc. d s z Wi 
r^ 1 =i R, 
E 3 --ι 0 (z, Y); (Em, By) | (gà —gh, zy); (az, ye) 


Cá. Ë 204 C5 20, 204 


Αι 1 1 1 1 1 8 q34-y?, Z 

Áa 1 1 —1 —1 E. 

B 1 -1 1 d: cox) gi— 

By 1 -ι 1 -1 1 zy 

E 2 0 -3. 0 0 (z y», R) (e yo 
p—————————————Á——— tn nn n 

ç 5. Cana Ἐξ 

--.,.,..ᾶ..---”-.”..ᾶὲιῦῤίώίίιξξξᾶξᾶάμαιάαμα....-----ϱ---.-κ--.ωυας 

Caa E C3 i σι 
本 
wow 1 1 1 1 Rs 22 Y, 22, ay 

Bg d --1 1 -ι Er, Εν 28, YZ 

Au 1 1 2 1 —1 g 

B. 1 —1 —1 1 r, Y 
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Ca E ὁ Q c 5. δὲ S —osp (26/3) 

A' 1 1 1 i i i RB, Ty, 92 
1 v y 1 x= x* 

E -- P < S 2 
homo au os] 59 -ρορ 

uie wp. dp. il z 

nr s X -i -5 -5 

ME E - DT) Gem) Gs u 
1 ΣΣ a -σ -Σ 

Cn Β C. G ος] i δὲ σε δι 

S oL. d$ 1 3 1 d 1 d E, gp, 护 

Be i S4. d κ. νου OE od Ag, my 
Doo od EC Oi .Φ.-ᾱ. oH 

5 h ο μα; κ E Sr t J Qu, B) (Gs yo 

Δ... teie $p οἱ οὐ ο ων d 

B, 1 —1 1 ~l -1 1 —1 1 
Í q =l =i ο i 1 od 

E } ; 

T Lh —£ —1 £ —1 í 1 -i (z, y) 


6. D, 8É 
Da E Οιί9) OG) Cam) í alay) σ(σο) c (ye) 


dL. d. 7 do^ dh y Ἡ -ᾱ-α. 3 "m 
By 1 1 -1 -1 jo 1 -1 -1 X wy 
Bs; 1 -ι 1 —1 1 -1 1 —1 R, "t 
Bag 1 一 上 —1 1 1 一 —1 i Es yz 
A, 1 1 1 1 -1 -1 -1 -i 

By 1 1 -1 -1 -1 -1 1 í 

By 1 —1 t -1 -- T Umi 

By, 1 一 -i 1 —1 1 1 —1 a 


B 1 --1 1 = P siy, ay 
1 í -: -ἱ 
E li —i —1 4 (m, 3); Ras Ry) (zz, yz) 


a re - κοκ ----- —— w———— 


T E 40 40} 30 E= exp (2miy3) 
1 z? ry + 22 


* 
Í {B22 — 22 —g*, ai — 19 


-1 (Em f, Ra); (2, 8. £) (zy, zs, yz) 
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